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Luku O

Intro

0.1 Esipuhe

Tervetuloa todennékoisyyslaskennan pariin. Ajatus uudesta materiaalista todennékoisyys-
laskennan peruskurssille on ollut ilmoilla jo usean vuoden. Paljon kaytetyssa Tuomisen
kirjassa [I] on havaittu ajan tuomia haasteita: merkinnét eivit vastanneet luennoitsijoiden
kayttamiéd ja ennen kaikkea teoksen laajuus on jo pitkaan ollut eri tasolla kurssin sisal-
l6n kanssa. Hyvid todennédkoisyyslaskennan materiaaleja on englanniksi saatavilla paljon,
ja suomenkielisid luentomateriaaleja on myo6s ollut saatavilla. Néin ollen taustatyotéa oli
huomattavasti tehty ja tilaisuus uudelle ja laajemmalle — "oppikirjamaiselle” — luentoma-
teriaalille oli otollinen. Materiaalin tekijat ovat pohtineet aikaisempien suomen kielisten
materiaalien ongelmakohtia ja yhdistelleet eri lahestymistapoja eri materiaaleista yksiin
kansiin. Materiaalia kiaytetdaan tulikokeessa Helsingin yliopiston avoimen yliopiston toden-
nakoisyyslaskennan kesdkurssilla vuonan 2018. Tété kirjoittaessa (heindkuu 2018) mate-
riaali on kédyttovalmis, mutta materiaalia tullaan laajentamaan ja paivittamaan syksyn
2018 aikana.

Materiaalin raakarunko on syntynyt Helsingin yliopiston avoimen yliopiston Todenné-
koisyyslaskenta 1-kurssien kesd 2016 (Ville Hyvonen) ja kesa 2017 (Ville Hyvonen, Topias
Tolonen) luentomateriaaleistaﬂ jotka puolestaan pohjautuivat osin Petri Koistisen lois-
tavan 2013 luentomateriaalin alkuosaan kurssille Todennékoisyyslaskenta (nyk. Toden-
nékoisyyslaskenta 2). Raakarungosta eteenpéin materiaalia on suurimmaksi osaksi tyos-
tanyt Patrik Lauha Tolosen ehdotuksien pohjalta kesan 2018 aikana, poimien parhaita
aiheen ldhestymistapoja sekd Sheldon Rossin huikeasta kirjasta A First Course In Proba-
bilityf| etté pitkddn kurssimateriaalina kéytetystd Pekka Tuomisen klassikkoteoksesta To-

'Vuonna 2017 avoimen kesikurssin luennoinut Tolonen muokkasi alkuperiistd Hyvosen materiaalia
runsaanpuoleisesti vastaamaan luentojen kulkua ja luennoitsijan huumorintajua.
2Pearson, 8. painos, 2010



denndkéisyyslaskenta 1P| Materiaalin tekoon on osallistunut myés pitkdaikainen todennd-
koisyyslaskennan kurssin luennoitsija Mika Koskenoja, jolta on varmistettu pedagogisia
linjanvetoja ja jolta on saatu satoja esimerkkitehtavid ja tehtavaideoita ratkaisuineen.
Erityiskiitos vield Sirkka-Liisa Varviolle projektin kdynnistdmisesta.

Materiaalissa on selitetty melko kattavasti esitietoja joukko-opista, ja materiaali pyrkii
kaymaéan jarkevassa jarjestyksessa todennakoisyyslaskennan peruskésitteistoa: aloitamme
kombinatoriikan perusteista ja etenemme formaalimman maéarittelyn kautta satunnais-
muuttujien teoriaan. Olemme pitdneet parhaamme mukaan merkinnat selkeiné ja esitys-
muodot ymmarrettavind myos niille lukijoille, jotka eivéit ole harrastaneet matematiikkaa
pitkaaikaisesti. Taman vuoksi materiaali soveltuu loistavasti myos niille, joille todenna-
koisyyslaskenta on ensimméinen yliopistotason matematiikan kurssi. Ainoina merkitta-
vina esitietoina numeeristen vastausten saamiseen vaaditaan lukiotason integrointitaitoa,
mutta keskeiset kasitteet aukeavat myos ilman tyhjentavaa tietdmysté integraalilaskennan
saloista.

Toivottavasti taméa materiaali antaa lukijalle innostusta ja oppia todennakoisyyslas-
kennan peruskurssin suorittamiseen, seké ehké erityisesti edelleen motivaatiota kiinnostua
yleisemmin satunnaisilmidista ja jatkamaan niiden opiskelua témén kurssin ulkopuolelle.

Hoyrylaiva Wennon kannelta heindkuussa 2018,
Topias Tolonen

0.2 Mita on todennikoisyys?

Mita muelestdsi tarkoitetaan, jos sanotaan ettd Helsingissd sataa huomenna todenndkoi-
syydelld 0.57

Todennékoisyyslaskenta on matematiikan ala, jota kaytetdan apuna epavarmuuden
hahmottamisessa. Sitd hyodynnetdan lukuisilla eri tieteenaloilla, kuten tilastotieteessa,
luonnontieteissé, taloustieteessa ja koneoppimisessa. Vaikka todennakoisyyslaskentaa on
kehitetty jo 1600-luvulta ldhtien, sen soveltamisen mahdollisuudet ovat viime aikoina laa-
jentuneet huomattavasti tietokoneiden laskentatehon kasvamisen myoté.

Todennékoisyyslaskennan juuret ovat vahvasti kietoutuneet uhkapelaamiseen. Rans-
kalainen kirjailija ja innokas uhkapeluri Chevalier de Méré havaitsi pelatessaan seuraavat
asiat:

e On kannattavaa lyoda vetoa siitd, ettd kun heitetddn noppaa 4 kertaa, saadaan
vahintdan yksi kuutonen.

3Limes, 10. painos, 2010



e Ei ole kannattavaa lyodé vetoa siitéd, ettd kun heitetdan kahta noppaa 24 kertaa,
saadaan vahintaan yksi kuutospari.

De Méré ei osannut kuitenkaan perustella havaintoaan, joten han pyysi apua ystaval-
tdan matemaatikko Blaise Pascalilta, joka ratkaisi ongelman yhdessa Pierre de Fermat'n
kanssa luoden samalla perustan todennékoisyyslaskennalle. Myohemmin todennékoisyys-
laskentaa kehittivat mm. sveitsildinen Jakob Bernoulli seké ranskalaissyntyiset Abraham
de Moivre ja Pierre Simon de Laplace. Todennakoisyys ymmarrettiin pitkddn ainoastaan
kombinatoriikan (luku ja klassisen todenndkoisyyden kautta, kunnes 1900-luvun
alussa neuvostoliittolainen matemaatikko Andrei Kolmogorov esitti todenndkdisyyslasken-
nan aksioomat , jotka toimivat tdsmaéllisend matemaattisena madritelmané toden-
nékoisyyden kasitteelle.

Nykypaivand todennédkoisyyslaskennan sovellukset ulottuvat myos uhkapelien ulko-
puolelle. Todennakoéisyyslaskennan taitamista kéytetadn teollisuudessa ja sovelluksissa
laajasti epavarmuuden mallintamisessa ja siten sen hallitsemisessa. Kun saamme lukuar-
vot satunnaisilmioiden kayttdytymiselle ja siten lukuarvoja epavarmuudelle, mahdollis-
tamme epavarmuuteen liittyvan rationaalisen keskustelun ja erilaisten vaihtoehtojen ver-
tailun. Epavarmuuden hallitseminen ja sen tuoma riskienhallinta on elintdarkea taito ny-
kyajassa, missa pienelld vaivalla voimme tietokoneiden avulla mallintaa jopa yllattavan
komplekseja ilmioita. Esimerkiksi nykyaikana tekoaly ja koneoppiminen nojaavat vahvasti
todennakoisyyslaskentaan. Liséksi rahoitusala on pelottavan riippuvainen todennékoisyys-
laskennan tuomista mahdollisuuksista niin riskienhallinnassa kuin arvopaperien hintojen
ennustamisessa. Kuka mallintaa epavarmuutta, mallintaa huomista.

Mita todennakoisyys sitten oikeastaan tarkoittaa? Jotkin ilmitt ja tapahtumat ovat
deterministisid, eli niiden lopputuloksen voi suoraan padtella riittavilla taustatiedoilla.
Esimerkki deterministisestd tapahtumasta voisi olla vaikkapa lumipallon sulaminen. Kun
lumipallo tuodaan sisatiloihin, se sulaa varmasti, koska lumi muuttuu yli 0 asteen l&mpo-
tilassa vedeksi. Tapahtumaan ei liity minkaédnlaista satunnaisuutta, vaan kun tiedetdan
veden sulamispiste ja sisailman lampaotila, voidaan varmuudella paétella lumipallon sula-
van.

Kaikki tapahtumat eivat kuitenkaan ole deterministisié, vaan niihin liittyy satunnai-
suutta. Perinteinen esimerkki téllaisesta tapahtumasta on painottamattoman nopan heit-
to. Saatua silméalukua ei voi ennen nopan heittadmista paatella, voidaan ainoastaan todeta,
mita eri vaihtoehtoja on ja kuinka todennéakoisia ne ovat.

Ennen kuin siirrymme kéasittelemaén todennakoisyyden matemaattista méaaritelméa
(luku , pohditaan hetki erilaisia ‘'maalaisjarkisia’ tulkintoja todennakoéisyydelle. Yksin-
kertaisesti todennakoisyys tarkoittaa jonkin vaitteen totuusarvon uskottavuuden astetta.
Kun vaitetdan sateen todenndkoisyyden olevan 0.5, silld voidaan tarkoittaa olevan yhta
uskottavaa, ettd huomenna sataa ja etta huomenna ei sataisi. Edella mainittu nopanheit-



toesimerkki edustaa klassista todennakoisyyden maéritelmaéd. Klassinen todennékoisyys
maaritelladn yksinkertaisesti suotuisten tulosvaihtoehtojen osuutena kaikista mahdollis-
ta tuloksista. Esimerkiksi nopanheitossa mahdollisuus saada parillinen silméluku on %.
Mahdollisia silmélukuja on 6, joista 3 (2,4 ja 6) ovat parillisia.

Useissa tilanteissa kaikki mahdolliset tapahtumat eivit kuitenkaan ole yhta todenna-
koisia, eikd todennakoisyytté voida talloin tulkita suotuisten tapausten osuuden kautta.
Esimerkkina téallaisesta tapahtumasta voidaan pitda presidentinvaaleja, joissa vastakkain
ovat henkilot A ja B. Ennen vaaleja saatetaan esittad, etta henkilo A voittaa vaalit 70%
todennékoisyydella. Tallaisessa tilanteessa todennakoisyytta kaytetadn mittana tapah-
tuman mahdollisuudelle ja se on usein ainakin jossain méarin subjektiivinen tulkinta eri
vaihtoehtojen mahdollisesta toteutumisesta. Ainutkertaisissa tapahtumissa, kuten vaaleis-
sa edelld mainittujen todennéakoisyyksien oikeellisuutta on vaikeaa jalkikdteen arvioida.
Tieto siitd, ettd henkilo B vastoin odotuksia voittaakin vaalit, ei sindnsé kerro mitdin
siitd, kuinka tdsmaéllinen ennuste oli, ja mitkd voiton mahdollisuudet 'todellisuudessa’
olivat.

Sen sijaan tilanteissa, jossa samankaltaista ennustetta tuotetaan sdannollisesti tapah-
tuvasta tapahtumasta, voidaan empiirisesti tarkastella ennusteiden tasmallisyytta ja ta-
pahtumien todellisuudessa ilmenevaa todennédkoisyytta. Esimerkiksi sddennusteiden to-
teutumisen tarkkuutta voidaan pitkalla aikavalilla arvioida vertaamalla toteutuneita saa-
tiloja ennusteisiin. Jos valitaan usean vuoden ajalta ennusteet, joiden mukaan seuraava-
na péivana sataa 90% todennakoisyydelld ja tarkastellaan néitd ennusteita seuranneiden
péivien saaté, tulisi noin yhdeksdna péivina kymmenesta olla sateista, jotta ennustei-
den arvioita sateen todennékoisyydesté voitaisiin pitdd onnistuneina. Ajattelutapa, jossa
jonkin asian todennékoisyytta tutkitaan talla tavoin frekventistisesti tapahtuman toistu-
misen yleisyyden kautta, liittyy olennaisesti tilastolliseen paéttelyyn. Todennékoisyyden
tulkintaa toistuvien tapahtumien yhteydessé kasitellaan talld kurssilla muun muassa tois-
tokokeiden ja suurten lukujen lain kautta.

Termin 'todennékoisyys’ kanssa on syyta olla tarkkana, silla todennékoisyyksien tul-
kinnassa sattuu usein virheita. Hyvin yksinkertaistettuna esimerkkina: lottovoiton toden-
nékoisyys ei ole %, vaikka mahdollisia tapahtumia voisi ajatella olevan kaksi: voittaa tai ei
Voitaﬂ Tai toisaalta: viite, jonka mukaan 'Eteld-Suomessa sataa huomenna 90% todennéa-
koisyydelld’ ei esimerkiksi tarkoita sitd, ettd Eteld-Suomessa sataisi seuraavana paiviné
noin 90% ajasta, tai etta noin 90% alueella Eteld-Suomesta saataisiin seuraavana paivana,
sadetta, vaan ettd on hyvin todennakoista, ettd jossain pédin Eteld-Suomea sataa jossain
vaiheessa seuraavan paivan aikana.

Taman kurssin tarkoituksena on auttaa opiskelijaa ymmartamaan todennakoisyys-

4Jutun juoni on siini, ettd voiton mahdollistavia tapahtumia eli voittavia riveji on vain yksi. Vas-
taavasti kaikki muut rivit ovat ei-voittavia riveja, joten selvisti tapahtumia on suomalaisessa Lotossa
enemmaén kuin kaksi



laskennan periaatteita ja laskemaan todennakoisyyksia kaytannossa. Kurssilla kerrataan
kombinatoriikkaa, tutustutaan todennékoisyyslaskennan perusteisiin ja satunnaismuut-
tujiin, esitelladn tavallisimpia todennakoisyysjakaumia, opetellaan jakaumien tulkintaa
niiden tunnuslukujen avulla seka esitellaén muutamia todennakoéisyyslaskennan teorian
keskeisimpié lauseita.



Luku 1

Joukko-oppia ja kombinatoriikkaa

Kurssilla késitelladn matemaattisia kasitteité, joita ovat esimerkiksi joukot ja niiden al-
kiot. Tassa kappaleessa lukijalle kerrataan matemaattisia termeja, joukko-oppia ja kom-
binatoriikkaa, joita tarvitaan todennakoisyyslaskennassa.

1.1 Joukko-opin termien kertaus

Todennékoisyyslaskenta perustuu joukko-oppiin, joten muistellaan aluksi muutamia joukko-
opin merkint6ja ja sdantoja. Joukko on jérjestaméton kokoelma mité tahansa asioita tai
‘olioita’. Joukon jasenid kutsutaan alkioiksi. Olkoot A ja B joukkoja ja x jokin alkio.
Talloin kaytetaan merkintoja, joilla on seuraavat tulkinnat:

Merkintd Tulkinta

reA
r¢ A
AC

ACB
ACB
A=B
AUB
ANB
A\ B
0

x kuuluu joukkoon A

x ei kuulu joukkoon A

joukon A komplementti, eli ne alkiot, jotka eivit kuulu joukkoon A

A on joukon B osajoukko, eli kaikki A:n alkiot ovat myos B:n alkioita

A on joukon B osajoukko, mutta joukot voivat olla myos sama joukko eli A = B.
A ja B ovat samoja, eli niilla on samat alkiot

joukkojen A ja B yhdiste {x: x € A tai x € B}

joukkojen A ja B leikkaus {z: x € A ja x € B}

joukkojen A ja B erotus {x: x € Ajax ¢ B}

tyhja joukko




Taulukossa esiteltyja joukko-operaatioita voi havainnollistaa esimerkiksi Vennin dia-
grammien avulla:

H

Kuva 1.1: Luonnolliset luvut 1, 2, 3, 4 ja 5 muodostavat joukon H, jonka osajoukon A
muodostavat parittomat luonnolliset luvut 1, 3 ja 5. Télloin voidaan merkitd esimerkiksi
le Ataib e H.

Kuva 1.2: Joukoista A ja B on varjostettu joukko (AU B) \ (AN B).

Joukkojen yhdisteilla ja leikkauksilla on muutamia térkeitd ominaisuuksia, jotka liit-
tyvét joukkojen ’laskujarjestykseen’. Seuraavat sadnnot on hyva pitda mielessé joukkoja
kasiteltaessa:

e Vaihdantalait. Kaikilla A ja B patee
AUB=BUA ja ANB=BnNA.
o Liitantilait. Kaikilla A, B ja C pétee
(AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC ja
(ANB)NC=ANn(BNnC)=AnBnC.

9



e Osittelulait. Kaikilla A, B ja C pétee
(AUB)NC=(ANnC)u(BNC) ja (ANB)UC=(AuC)n(BUC(O).

e De Morganin lait. Kaikilla A ja B patee
(AUB)Y =A°NBY  ja (AnB)Y=A%uUBC.

De Morganin lait yleistyvat myos useampien joukkojen yhdisteille ja leikkauksille.

Yhdisteen ja leikkauksen voi laskea myos darettomén monelle joukolle. Jos Ay, As, . ..
ovat joukkoja, niin niiden yhdistetta merkitdan

U 4; = {z : z € A; jollakin j}
=1

ja leikkausta merkitaan

e

Il
—

A; ={x: 2z € Aj kaikilla j}.

J

Maaritelladn viela lopuksi potenssijoukon késite, jota tarvitsemme myohemmin klas-
sisen todennékoisyyden perusjoukon méarittelemiseksi.

Maaritelma 1.1. Potenssijoukko. Olkoon A mielivaltainen joukko. Joukon A potenssi-
joukko on talldin joukon A kaikkien osajoukkojen joukko:

P(A) = {B: B C A).

Maaritelma siis kertoo, ettd joukon A potenssijoukko muodostuu kaikista joukon
A osajoukoista. Madritelman mukaan joukon A osajoukkoja ovat myos tyhja joukko ja
joukko A itse. Néin ollen esimerkiksi joukon A; = {1,2,3} potenssijoukko on

P(Al) = {®7 {1}7 {2}7 {3}a {1’ 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {L 2, 3}}

1.2 Kombinatoriikkaa

Ennen todennakoéisyyden matemaattisen kasitteen esittelya, tarkastellaan viela hetki kom-
binatoriikkad] Lihdetdin liikkeelle yksinkertaisesta esimerkista:

'Kombinatoriikassa tutkitaan tietyt ominaisuudet toteuttavien joukkojen lukumééria ja niihin liitty-
vid ongelmia. Osa kombinatoriikan peruskésitteistd on kayty ldpi lukion todennékéisyytta kasittelevilla
kursseilla.

10



Esimerkki 1.2. Nopanheitto. Heitetdan tavallista noppaa. Nopanheitossa todennéakoi-
syys lasketaan jakamalla haluttujen silmalukujen lukumaéra kaikkien silmalukujen luku-
maaralla eli kuudella. Mikd on todennékoéisyys, ettd saatu silméluku on pienempi kuin
57

Lasketaan suotuisten silmélukujen maéra. Mahdollisia silmalukuja ovat 1, 2, 3, 4, 5 ja
6, joista pienempid kuin 5 ovat 1, 2, 3 ja 4 (4 kpl). Vastaus on siis %.

Kun mahdollisia lopputuloksia on rajallinen maara ja ne ovat kaikki yhta todennakoi-
sid, on todennédkoisyyksien laskeminen periaatteessa aina yhtd helppoa kuin yllédolevas-
sa esimerkissa. Kuitenkin, kun mahdollisia lopputuloksia eli alkeistapauksia E] on paljon,
niitd ei voida endd erikseen luetella, vaan tarvitaan laskusadntoja perusjoukonﬂ ja sen
osajoukkojen sisaltamien alkeistapausten lukuméaran laskemiseksi. Naita laskusdantoja
kutsutaan kombinatoriikaksi.

Lause 1.3. Laskemisen perusperiaatel’] Suoritetaan kaksi koetta, joista ensimmidiselli on
m ja toisella n mahdollista lopputulosta (m,n € N). Tdlldin kahdella kokeella on yhdessd
yhteensa mn mahdollista lopputulosta.

Todistus. Numeroidaan kokeiden mahdolliset lopputulokset 1 ..., m ja 1 ...n. Todistus
voidaan nyt esittaéd luettelemalla kahden kokeen kaikki mahdolliset lopputulokset:

L) (L2 .. (1)

(21) (22 ... (2n)

(m,1) (m,2) ... (m,n).

Kullakin vaakarivilla on n tulosta ja kussakin pystysarakkeessa m lopputulosta, jolloin
mahdollisia lopputuloksia on selvasti mn. O

Laskemisen perusperiaate laajentuu yleisempéaan muotoon tuloperiaatteena.

1.2.1 Tuloperiaate

Monissa tilanteissa haluamme tietda, kuinka monella tavalla jokin asia tai tehtava voidaan
valita tai suorittaa. Esimerkiksi haluamme valita astiayhdistelman, johon on mahdollista
valita 2 lautasvaihtoehtoa, 3 lasivaihtoehtoa ja yksi aterinvaihtoehto ja haluamme tietaa,
kuinka monta erilaista astiayhdistelmaé voimme valita. Ensimmaéiseen lautasvaihtoehdon

2 Alkeistapauksen ja perusjoukon kisitteisiin tutustutaan tarkemmin seuraavassa luvussa.
3engl. basic principle of counting
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kanssa voimme valita yhteensa 3 lasivaihtoehtoa ja lisdksi toisen lautasen kanssa on va-
littavissa samat 3 lasia, eli yhteensé lasi-lautas-yhdistelmié on 6 kappaletta. Koska ate-
rinvaihtoehtoja on vain yksi, niin voimme péatelld astiayhdistelmia olevan 6 kappaletta.
Samaan tulokseen paddytadn myos tuloperiaatteen avulla: 6 =2 -3 - 1.

Lause 1.4. Tulopem'aateﬂ Oletetaan, ettd tehtivd voidaan suorittaa k:ssa perdkkdisessd
vatheessa siten, ettd ensimmdisessd vaitheessa on ny vathtoehtoa, toisessa vaiheessa on no
vathtoehtoa, ja niin edelleen viimeiseen vaiheeseen, jossa on ny, vaihtoehtoa, asti. Oletetaan
myds, ettd i:nen vaiheen vaihtoehtojen mddrd n; ei ritpu (huom. itse vaihtoehdot voivat
kylla riippua) edeltivissd vaiheissa tehdyistd valinnoista. Tdlldin tehtdvd voidaan suorittaa
yhteensd

k
Hni:nyng-...'nk
i=1

ert tavalla.

Todistus. Todistus tapahtuu lausetta [I.3] hyodyntden. Jatetaan harjoitustehtavaksi. [

Havainnollistetaan asiaa viela todennékoisyyslaskennan historian hengen mukaisesti
uhkapeliesimerkilla:

Esimerkki 1.5. Vakioveikkausrivi. Jokaisessa kohteessa valitaan merkki kolmesta eri
vaihtoehdosta (1,X,2), ja kohteita on yhteenséd 13. Siten erilaisia mahdollisia riveja on

3'% = 1594323
kappaletta.
Tuloperiaatteella saadaan myos suoraan laskettua joukon erilaisten osajoukkojen maa-
ré:
Lause 1.6. Osajoukkojen lukumddard. n—alkioisella joukolla E = {x1,...,x,} on 2" eri-

laista osajoukkoa.

Todistus. Joukon E mielivaltainen osajoukko voidaan muodostaa n:ssa vaiheessa siten,
ettd ensimmaiseksi valitaan kuuluko z; osajoukkoon, seuraavaksi valitaan kuuluko zs
osajoukkoon, ja niin edelleen aina viimeiseen alkioon z,, asti. Jokaisessa vaiheessa on 2
vaihtoehtoa: joko alkio kuuluu osajoukkoon, tai se ei kuulu siihen. Siten tuloperiaatteen
nojalla yhteensé erilaisia vaihtoehtoja on 2™ kappaletta. ]

Huomautus 1.7. Huomaa, etté lause [1.6| kertoo siis joukon E potenssijoukon P(E) (ks.
maaritelma alkioiden lukumaéaaran. Tasta tiedosta on hyotya myohemmin.

4engl. generalized basic principle of counting
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1.2.2 Summaperiaate

Tuloperiaatteen lisdksi toinen hyodyllinen laskemismenetelmé on summaperiaate, jota
voidaan kayttaa tilanteissa, joissa asia tai tehtdva voidaan valita tai suorittaa useilla
toisensa poissulkevilla menetelmilla.

Lause 1.8. Summaperiaate’] Oletetaan, etti koe voidaan suorittaa k toisensa poissul-
kevalla (eli vaihtoehtoisella) tavalla. Jos tavan i € {1,...,k} mahdollisuuksien mddrdid
merkitadan n;:lld, kokeella on yhteensd

k
Zni:n1+n2+...nk

i=1
mahdollista lopputulosta.

Esimerkki 1.9. Opiskelija matkustaa kotoaan kampukselle. Hén voi kdyttaé joko linjojen
10 ja 11 suoria bussiyhteyksia, matkustaa ensin bussilla 20 ja vaihtaa sen jalkeen linjaan
21, 22 tai 23, tai matkustaa ensin metrolla ja vaihtaa sen jéalkeen bussilinjaan 30 tai
31. Opiskelija valitsee aina sen liikennevélineen, joka tulee paikalle ensimmaéisend, joten
opiskelijaa kayttda satunnaisesti kaikkia eri tapoja. Kuinka monella eri tavalla opiskelija
voi paasta kampukselleen?

Ratkaisu voidaan esittda summaperiaatteen nojalla toistensa poissulkevien vaihtoeh-
tojen summana. Vaihtoehdot ovat suora bussiyhteys, kahdella bussilla matkustaminen tai
metrolla ja bussilla matkustaminen. Télloin ny = 2, ny = 3 ja n3 = 2, jolloin vastaus on
24+34+2="17.

1.2.3 Permutaatiot ja kombinaatiot

Joukon alkioiden jérjestyksilla eli permutaatioilla ja joukon osajoukoilla eli kombinaatioil-
la on keskeinen rooli todennékoisyyslaskennassa. Havainnollistetaan seuraavaksi permu-
taation ja kombinaation kasitteitd esimerkkien kautta.

Esimerkki 1.10. Tarkastellaan 4-alkioista joukkoa A = {a,b,c,d}.

e Kuinka monella tavalla joukko voidaan jérjestda? Jérjestdminen voidaa jakaa nel-
jaan vaiheeseen. Jonon ensimméiseksi alkioksi voidaan valita mika tahansa joukon
alkio, eli erilaisia vaihtoehtoja on 4. Jonon toiseksi alkioksi voidaan valita mika ta-
hansa paitsi ensimmaiseksi valittu alkio, eli erilaisia vaihtoehtoja on 3. Kolmanneksi

Sengl. rule of sum
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alkioksi valitaan toinen jaljellaolevista alkioista, ja viimeiseksi alkioksi vaihtoehtoja
on jaljelld endd yksi. Siten tuloperiaatteen nojalla joukko A voidaan jarjestaa

41 =4-.3.2-1=24
erilaisella tavalla.

Kuinka monta erilaista kahden alkion jarjestettyé jonoa (eli jarjestettyd paria) jou-
kosta A voidaan valita? Kaikki mahdollisuudet voidaan luetella ja laskea:

a,b), (a,c), (a,

b,a), (b, c), (b,d)
c,a),(c,b), (¢, d)
d,a),(d,b),(d,c),

( d)
(
(
(

eli yhteensé 12 kappaletta. Téma voidaan laskea myo6s tuloperiaatteella, silla kahden
alkion jarjestetyn jonon valinta joukosta voidaan suorittaa kahdessa vaiheessa: ensin
valitaan jonon ensimmainen alkio kaikista joukon neljasta alkiosta, ja sen jalkeen
toinen alkio jaljella olevista kolmesta alkiosta. Siten erilaisia jonoja on yhteensé

4.-3=12
kappaletta.

Kuinka monta erilaista kahden alkion (jarjestdmétonta) osajoukkoa joukosta A voi-
daan valita? Kaikki vaihtoehdot voidaan jélleen luetella ja laskea:

{a,b},{a,c},{a,d}
{0, c}, {b,d},
{c. d},

eli yhteensa 6 kahden alkion osajoukkoa. Taéma voidaan myos laskea havaitsemalla,
ettd jokainen kahden alkion joukko voidaan jarjestaé kahdella eri tavalla; esimerkiksi
joukon {a,b} mahdolliset jarjestykset ovat (a,b) ja (b,a). Siten jokaista kahden
alkion osajoukkoa kohti on 2 kahden pituista jarjestettya jonoa. Edelld todettiin,
ettd joukon A kahden pituisia jarjestettyja jonoja on 12 kappaletta, joten kahden
alkion osajoukkoja on

5 =0

kappaletta.
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Nimetaédn seuraavaksi nama kasitteet, ja todetaan edellisen esimerkin havainnot ylei-
sessa n-alkioisen joukon tapauksessa.

Maaritelma 1.11. Permutaatio ja kombinaatio. Olkoon E = {z1,...,x,} n-alkioinen
joukko.

(i) Joukon F alkioiden jarjestystd, eli sen alkioista muodostettua (jokainen alkio esiintyy
vain kerran) jarjestettyéd n-alkioista jonoa

(l‘il, Iig e ,J]Zn)lﬂ
kutsutaan sen permutaatioksi.

(ii) Kaikille £ € {1,...,n} joukon E alkioista muodostettua (jokainen alkio esiintyy
korkeintaan kerran) jarjestettyd k-alkioista jonoa

(Z'il,l'iz, Ce ,[L’ik)
kutsutaan sen k-permutaatiokss. [

(iii) Joukon E alkioista muodostettua k-alkioista osajoukkoa (jarjestykselld ei siis ole

valid)
{ZL‘il, ZL‘Z‘2, e 7ZL'Z'k}
kutsutaan sen k-kombinaatioksi.
Lause 1.12. Permutaatioiden ja kombinaatioiden mddrd. Olkoon E = {x1,...,x,} n-

alkioinen joukko.

(1) Joukolla E on n! permutaatiota.

(it) Kaikille k € {1,...,n} joukolla E on

(n—k)!
k-permutaatiota.

(i11) Kaikille k € {1,...,n} joukolla E on
n\ n!
k)] kl(n—k)!

6Muistutus lukijalle: jonoissa alkioiden jirjestykselld on merkitysti, joukoissa alkioilla ei ole jérjes-
tysta.
7joissain ldhteissd myos k-variaatio

k-kombinaatiota.
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Todistus.

(i)

(iii)

Miké tahansa joukon E permutaatio voidaan valita n:ssa vaiheessa siten, ettd ensim-
maiseksi valitaan jonon ensimmainen alkio, seuraavaksi toinen alkio, ja niin edelleen
aina viimeiseen alkioon saakka. Ensimmaiseksi alkioksi voidaan valita mika tahansa
joukon E alkio, joten ensimmaéisessa vaiheessa on n vaihtoehtoa. Toiseksi alkioksi
voidaan valita mika tahansa paitsi ensimmaiseksi valittu alkio, joten toisessa vai-
heessa on n — 1 vaihtoehtoa. Néin jatketaan aina viimeiseen vaiheeseen, jossa jaljella
on vain yksi vaihtoehto, saakka. Siten tuloperiaatteen nojalla permutaatio voidaan
valita
n-(n—1-..-1=nl

erilaisella tavalla.

Vastaavasti kuin (i)-kohta, mutta vaiheita on k kappaletta, jolloin viimeisessé vai-
heessa jéljella on (n — k 4 1) vaihtoehtoa jonon viimeiseksi alkioksi. Siten tuloperi-
aatteen nojalla k-permutaatio voidaan valita

m=1)-n—k+1)-n—k)-(n—k—-1)---1 n!

n-(n—1)--- (n—k+1) = n—k)-(n—k—1)---1 :(n—k:)!

erilaisella tavalla.

Olkoon x joukon E k-kombinaatioiden maéra. Jokainen k-kombinaatio on k-alkioinen
joukko, joten kohdan (i) nojalla se voidaan jarjestaa k!:lla eri tavalla. Kaikki joukon
k-permutaatiot saadaan jarjestdmaélla sen k-kombinaatiot, joten joukolla E on x - k!
k-permutaatiota. Siten kohdan (ii) nojalla saadaan yhtéld, josta voidaan ratkaista
k-kombinaatioiden maéara:

Kokonaisluvuille n, k € N lukuja
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kutsutaan binomikertoimiksiff] Kun k < 0 tai k > n, médritelliin

()

Tarkastellaan seuraavaksi muutamaa esimerkkié kombinaatioiden ja permutaatioiden
laskemisesta.

Esimerkki 1.13. Pokerikési. Sekoitetusta korttipakasta nostetaan viisi korttia. Jarjes-
tyksella, jossa kortit on nostettu pakasta, ei ole valia pelin kannalta. Montako erilaista 5
kortin kdttd on mahdollista nostaa?

Mahdollisia viiden kortin yhdistelmia ovat esimerkiksi

{93, 03,0, &5, $9}
ja
{05, ], OK, &3, VA}.
Néité korttipakan 5-kombinaatioita on lauseen [I.12] (iii)-kohdan nojalla yhteensé

52\ 52!
— T — 2598960
<5> 51471

kappaletta.

Esimerkki 1.14. 11 maan YK-valtuuskuntia edustavat henkilot istuvat turvallisuusneu-
vostossa pyoredan poydan adreen jossakin jarjestyksessa. Kahta sijoittelua pidetdan sama-
na, jos ne saadaan toisistaan poytéia kiertdmalla.

a) Kuinka monella tavalla henkilot voivat asettua poydan dareen?

Numeroidaan valtuuskuntien edustajat numeroilla 1, ..., 11 ja istumapaikat indekseilla
1, ..., 11 (katso kuva).
Poyta: 1 11 1 9 Edustajat:
9 3 1234
3 4 5678
%5 910 11

Nyt lauseen kohdan (i) nojalla 11 henkilod voidaan asettaa 11 paikalle 11! eri ta-
valla. Néaihin sijoitteluihin siséltyvat kuitenkin poytaéd kiertdmalla saatavat jarjestyk-
set, joten vastaus on vield jaettava paikkojen (eli mahdollisten kiertojen) lukuméaaralla,
jolloin saadaan lopulliseksi vastaukseksi 11—11' = 10! = 3628000.

8engl. binomial coefficient
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b) Kuinka monella tavalla henkilot voivat asettua poydén déareen siten, ettd Englannin ja
Ranskan edustajat istuvat vierekkain, mutta Yhdysvaltojen ja Venajan eivat?

Tarkastellaan nyt suotuisia jarjestyksia ja tilanteita, joilla niihin paadytdan. Ensin
Englannin edustajalla on 11 mahdollista paikkaa, jolloin Ranskan edustaja voi istua
kummalla puolella tahansa Englannin edustajaa (2 mahdollisuutta). Mikéli Yhdys-
valtojen edustaja istuu Ranskan tai Englannin edustajan vieressi (2 mahdollisuutta),
Venéjén edustajalle jad 7 mahdollista paikkaa, koska han ei voi istua Yhdysvaltojen
edustajan viereen. Mikali taas Yhdysvaltojen edustaja ei istu Englannin tai Ranskan
edustajan vieressa (7 mahdollisuutta), Venajin edustajalle jaa 6 mahdollista paikkaa.
Loput 7 edustajaa saadaan paikoilleen 7! eri tavalla. Néin ollen ehdot tayttévien istu-
majarjestysten méara on tulo- ja summaperiaatteiden nojalla

11-2-2-7-71411-2-7-6- 7!
—11-7-2-(246)-71=11-7-2-8-7!
=6209280

Ylldolevissa jérjestyksissia on kuitenkin laskettu erikseen pdydéan erilaiset kierrot (sil-
14 samanlaisiin jérjestyksiin voidaan mista tahansa jérjestyksesté péaatya asettamalla
Englannin edustaja aluksi eri paikalle ja tayttamalld loput paikat tamén jalkeen ident-
tisesti), joten jaetaan lopputulos vield paikkojen lukumééralla:

6209280/11 = 564480

Vaihtoehtoisesti oltaisiin suoraan voitu jattad Englannin edustajan paikka kiinnitté-
métté, jolloin oltaisiin paadytty samaan lopputulokseen. Téssékin tehtavisséa on apua
kuvan piirtdmisesta ja eri tilanteiden hahmottelemisesta.

Muistetaan, etta binomikerroin kertoo, kuinka monella tavalla n alkion kokoinen jouk-
ko voidaan jakaa kahteen osaan, joista toisessa on k ja toisessa n — k alkiota (kuten esi-
merkissa kédteen nostettuihin ja nostamattomiin kortteihin). Binomikerroin voidaan
yleistad kasittamadn useampaan kuin kahteen osaan jaettava joukko, jolloin puhutaan
multinomikertoimestal’

Lause 1.15. (Multinomikerroin): Olkoon E = {x1, ..., z,} n-alkioinen joukko, jany, ..., ng €
N siten, etti % n; = n. Joukko E voidaan jakaa k:n osajoukkoon siten, etti kaikille
i€ {l,...,k} i:nnessd osajoukossa on n; alkiota

n n!
ning ... Ng nl'nQ'nk'

erilaisella tavalla.

Yengl. multinomial coefficient
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Todistus. Osajoukkojen valinta jakautuu luontevasti k:n vaiheeseen:

e Ensimmadiseen osajoukkoon voidaan valita n:sta alkiosta mitka tahansa ni, joten
lauseen [1.12 kohdan (iii) perusteella erilaisia vaihtoehtoja on (7?1) kappaletta

e Toiseen osajoukkoon valitaan nsy alkiota niista alkiosta joita ei valittu ensimmaiseen

osajoukkoon, eli vaihtoehtoja on (”;;1) kappaletta.

n—m—nz—w—nkq)

e Ja niin edelleen aina k:een osajoukkoon asti, jossa vaihtoehtoja on ( -

kappaletta.

Siten tuloperiaatteen nojalla erilaisia vaihtoehtoja on

n n-—n; n—m; —nNg — - —Nk_1
- - -

n! (n —mny)! (n—mny—ng—--—mny_q)!
:nll(n —n)! mol(n—ny —ny)l ne!(n — S8 ny)!

n! n
:nllngl...nk! - (nlng... nk>

kappaletta. Téassa kiytettiin hyvéaksi sitd, ettd perdkkaisten osoittajien ja nimittédjien ter-
mit kumoavat toisensa tulossa. Viimeisen termin nimittdjéin jaa termi (n — S5, ny)!,
mutta oletuksen nojalla Y% | n; = n, joten tdméi termi on edelleen 0! = 1. ]

Havainnollistetaan multinomikertoimen kayttoa esimerkilla:

Esimerkki 1.16. Luennoitsijalla on kaksi siskoa ja yksi veli. Lisédksi hanella on mansikka,
banaani, omena ja appelsiini. Kuinka monella tavalla hian voi jakaa hedelmat sisaruksilleen
siten, etta veli saa kaksi hedelmééa ja molemmat siskot yhden hedelmén?

Lauseen mukaan héan voi antaa hedelmét yhteensé

4 4 24
1.17 = == =12
(L17) (112) 11121~ 2

eri tavalla. Jaoimme siis neljan hedelmén joukon kolmeen osajoukkoon siten, ettd ensim-
méiseen osajoukkoon tulee kaksi hedelmaé ja loppuihin osajoukkoihin yksi hedelma.

Kay myo6s ilmi, ettd multinomikerroin on hyoédyllinen tyokalu silloin, kun haluamme
katsoa ettd kuinka monta permutaatiota jostain jonosta voimme luoda, missa jokainen
permutaatio siséltaa eri alkiot. Seuraava esimerkki havainnollistaa téta tilannetta kirjain-
jonoilla eli sanoilla, mistd haluamme jarjestad permutaatiot siten, ettd jokainen permu-
taatio on oma sanansa.
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Esimerkki 1.18. Kuinka monta sanaa (= kirjainjonoa) voidaan muodostaa sanasta
KOKKOLA?

Huomataan, ettd sanassa KOKKOLA on 7 kirjainta, jotka voidaan jérjestda 7! eri
tavalla. Kuitenkin alkuperédinen sana sisiltda samoja kirjaimia, ja esimerkiksi jarjestykset
K101 K;K30,LA ja K309K1 K501 LA ovat eri permutaatioita, mutta muodostavat saman
sanan. Nain ollen vastaus pitad vield jakaa kunkin kirjaimen mahdollisten jérjestysten
lukumaarilla. Nain ollen vastaus on

n! 7! 7!

— " 490
ni'nolngIng! 31211111 3121 ’

miké on tasmaéalleen sama luku kuin multinomikerroin

(1.19) (32711> — 420.

1.3 Harjoitustehtavia

1. Luettele joukon A = {a,b, ¢, d} potenssijoukko P(A).
2. Olkoot A ja B joukkoja. Lausu joukko-operaatioiden avulla seuraavat asiat:

a) x kuuluu molempiin joukkoihin A ja B
b) z ei kuulu kumpaankaan joukkoon
¢)  kuuluu ainakin toiseen joukkoon
d) 2 kuuluu téasmélleen toiseen joukkoon
3. Kansainvélisessa aakkostossa on 26 kirjainta. Rekisteritunnus muodostetaan valit-
semalla ensin kolme kirjainta ja sitten kolme numeroa.
a) Montako erilaista rekisteritunnusta on mahdollista muodostaa?
b) Oletetaan, ettei sama kirjain tai numero saa esiintya rekisteritunnuksessa useam-

min kuin kerran. Montako rekisterikilped nyt on mahdollista muodostaa?

4. Osoita ja selitd havainnollistaen, miksi (2) = (nﬁk)

5. 8 erilaisen lukon ja naiden 8 avaimen joukosta halutaan valita 6 esinetta siten, ettei
valitussa joukossa ole yhtédan avainta joka sopisi valitun joukon lukkoihin.

a) Montako erilaista 6 esineen joukkoa on mahdollista valita?

b) Enté, jos halutaan, ettd joukossa on 3 lukkoa ja 3 avainta?
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10.

11.

12.

Opiskelija osallistuu tenttiin, jossa hénen on vastattava 7 kysymykseen kymmenes-
té. Jokainen tehtdva on monivalintatehtavé, jossa on 3 vaihtoehtoa. Kuinka monta
erilaista mahdollista vastausta tentissa on?

Osoita, ettéd (”:m> = (8) (T,?) + (?) (,f'fl) +...+ (Z) (?) (VINKKI: Mieti n aikuisen
ja m lapsen joukkoa. Montako & ihmisen ryhméda on mahdollista muodostaa?)

Eraassa aakkostossa on 7 kirjainta. Kuinka monta

a) tasan 10-kirjaimista

b) enintddn 10-kirjaimista
sanaa (kirjainjonoa) voidaan muodostaa?

Juniorijalkapallojoukkueella on 15 pelaajaa. Avauskokoonpanoon pitéé valita 2 hyok-
kaajas, 3 keskikenttipelaajaa ja 3 puolustajaa, sekd maalivahti. Monellako tavalla
avauskokoonpano voidaan valita? (VINKKI: Multinomikaava. Muista, ettd avaus-
kokoonpanon liséksi jaljelle jéa ns. 'vaihtopelaajien osajoukko’ eli niiden pelaajien
joukko, joita ei valita avauskokoonpanoon)

Kuinka monta erilaista 11-kirjaimista jonoa voidaan muodostaa kirjaimista M, I, S,
S, IS, S, I, P, P, I?

Kuinka moni joukon {1,2, ..., 20} 4-alkioisista osajoukoista sisaltaa jonkin alkioista
1,2,3,4,57

Erdassa kerrostalossa asuu 2 yhden vanhemman ja yhden lapsen perhettéd, 1 yhden
vanhemman ja kahden lapsen perhe, 5 kahden vanhemman ja yhden lapsen perhetta,
6 kahden vanhemman ja kahden lapsen perhetta ja 3 kahden vanhemman ja kolmen
lapsen perhettd. Monellako tapaa talosta voidaan valita samasta perheesta peraisin
oleva vanhempi ja lapsi.
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Luku 2

Matemaattinen todennakoisyys

2.1 Klassinen todennakoisyys

Talla kurssilla késitellaan todennékoisyytta matemaattisena kasitteena, jonka tarkoituk-
sena on mallintaa satunnaisuutta reaalimaailman ilmioissa. Usein puhutaan satunnaisko-
keesta, jonka mallintaminen on tavoitteena.

Yksinkertaisimmassa tapauksessa satunnaiskokeen mahdollisten lopputulosten maéa-
rd on aarellinen ja ne kaikki ovat yhtd todennéakoisia. Talloin kyseessa on ddrellinen ja
symmetrinen todennékoisyysavaruus (kuten esimerkissa .

Esimerkkeja tallaisesta satunnaiskokeesta ovat kolikon tai arpakuution heitto, viiden
kortin pokerikdden nostaminen sekoitetusta korttipakasta, lottoarvonta tai ruletin pyo-
raytys. Kuten luvussa [0] mainittiin, tdmé& historiallisesti varhaisin tapa mallintaa toden-
nékoisyytta saikin innoituksensa juuri uhkapeleista.

Tapauksessa, jossa kaikki lopputulokset ovat symmetrisia, tapahtuman todennékoi-
syys saadaan jakamalla sille suotuisten lopputulosten maéré kaikkien mahdollisten lop-
putulosten maaralla. Tata kutsutaan todennédkoisyyden klassiseksi méaritelméaksi.

Olemme jo aiemmin laskeneet yksinkertaisia todennékoisyyslaskuja méaaritteleméttéa
sen tarkemmin perusjoukon, osajoukon tai klassisen todennékoisyyden kasitteita. Maari-
tellddn nyt namé kéasitteet, ja esitetdan sen jalkeen liséda esimerkkilaskuja.

Maééritelmé 2.1. Perusjoukkoll] Olkoon ) satunnaiskokeen mahdollisten loputulosten
joukko. Kutsumme sita perusjoukoksi, sen alkioita w € € alkeistapauksiksi.

Miiritelméa 2.2. Adrellisen perusjoukon = {wy, ..., w,} tapauksessa kutsumme kaik-
kia perusjoukon osajoukkoja A C Q tapahtumiksi. Merkitsemme kaikkien tapahtumien

lengl. sample space
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joukkoa F:114. Adrellisen perusjoukon tapauksessa timi on perusjoukon kaikkien osajouk-
kojen joukko, eli F = P(Q)F]

Masritelma 2.3. Klassinen todenndikéisyysf| Olkoon A C Q &érellisen ja symmetrisen
perusjoukon €2 tapahtuma. A:n todennékoisyys on

4]
P(A) = —
(="
missd |A| on A:n alkioiden lukumé&érd ja n := || on koko perusjoukon alkioiden luku-

maara.

Huomaa, etté klassisessa todennakoisyyden mallissa kaikki alkeistapaukset ovat yhtéa
todennéakoisid, silla

P({w}) = Hwh] _ Tll kaikille w € Q.

n
Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien kautta, mitd perusjoukon, alkeistapauksen ja
klassisen todennakoisyyden kéasitteet kdytannossa tarkoittavat.

Esimerkki 2.4. Heitetddn yhtd kolikkoa. Alkeistapaukset ovat w; = kruuna ja wy =
klaava. Siten perusjoukko
Q2 = {kruuna, klaava},

sisaltda n = 2 alkeistapausta, ja kaikkien tapahtumien joukko on
F = {0, {kruuna}, {klaava}, {kruuna, klaava}}.
Néiden tapahtumien todennakoisyydet ovat:

P(0) =0 (el kruunaa eika klaavaa)

P({kruuna}) = :L 1

2

P({klaava}) = 71L = ;

P({kruuna, klaava}) = P(Q2) =1 (kruuna tai klaava).

Huomautus 2.5. Yleensa tapahtuman todennédkoisyyttd merkittaessa jatetadan kaksista
sulkeista toiset pois, esimerkiksi tapahtuman {w;,ws} todennékéisyys voidaan kirjoittaa
muodossa

P({wi,wa}) = P{wi,we}

2Huomaathan, ettd kaikkien tapahtumien joukkona F voidaan kiyttdd perusjoukon potenssijoukkoa
P(£2) vain siiné erikoistapauksessa, missi perusjoukko on direllinen. Palaamme tdh&n mySéhemmin ei-
ddrellisten perusjoukkojen yhteydessa.

3engl. classical definition of probability
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tal muodossa
P({wl,u;g}) = P(wl,wg).

Jatkossa kdytdmme naista jalkimmaéista muotoa. Siten edellisen esimerkin todennakoisyys
tapahtumalle {kruuna, klaava} (saadaan kruuna tai klaava), voidaan kirjoittaa kompak-
timmin muodossa

P(kruuna, klaava).

Esimerkki 2.6. Yhden kortin nostaminen korttipakasta. Oletetaan, ettd meilld on (hy-
vin) sekoitettu 52:n kortin korttipakka. Alkeistapauksia ovat esimerkiksi #2, &7 ja ©.J.
Perusjoukko on siis

Q={(z,y) |z {% & O, V}yc{23,. ..,10,JQ K,A}}.

Perusjoukossa on n = 52 alkiota, jotka voitaisiin edelleen periaatteessa kaikki luetella.
Kuitenkin erilaisia tapahtumia on 2°2 kappalettalﬂ, joten niiden luetteleminen ei (katevés-
ti) onnistu. Tarkastellaan sen sijaan muutamaa esimerkkitapahtumaa. Tapahtumia ovat
esimerkiksi A : "Kortti on musta”:

A=A{(z,y) € Q|z c {M, d}}

ja B : "Kortti on ruutu ja arvoltaan pienempi kuin 5”:

B={(z,y) e Qze{d}jaye{23,4}}.

Néiden tapahtumien todennékoisyydet saadaan jéalleen suoraan klassisesta todennéakoi-

syyden méaaritelmastéa:
A 2 1
poay_ Al _20 1
n 52 2
ja
B 3
LIS
n 52
Esimerkki 2.7. Kahden kuusisivuisen nopan heitto. Alkeistapauksia ovat jarjestetyt pa-
rit
(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6),
eiQ=ExFE E=1{1,2,...,6}.

4Kuten médritelméisss todetaan, tapahtumien joukko on alkeistapausten joukon potenssijoukko.
Jokaisen alkeistapauksen voidaan ajatella joko kuuluvan tai olevan kuulumatta kuhunkin tapahtumaan,
jolloin erilaisten tapahtumien lukumiird saadaan laskulla 2°2 (Lause )
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Nyt erilaisia tapahtumia on 236 kappaletta. Merkitiin A:lla tapahtumaa “Noppien
silmédlukujen summa on yli yhdekséan”, jolloin A voidaan kirjoittaa muodossa

A={(z,y) € Qz+y>9}
={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5), (6,6)}.

Talloin klassisen todennékoisyyden méaritelmén nojalla

_ A6 1

P(A)=— = =-.
n 36 6

Merkitaan B:lla tapahtumaa "molemmat silmaluvut ovat pienempié kuin kolme”. Téll6in
B voidaan esittdd muodossa

B={(z,y) € 2|z <3jay<3}
= {(L1)’(172)7(271)7<2’2>}'

Jalleen klassisen todennakoisyyden méaritelméan nojalla

1Bl _4 1

n 36 9
Esimerkki 2.8. Muistellaan vield hetki kombinaatioita ja esimerkkié (pokerikési).
Perusjoukoksi €2 kannattaa téssd yhteydessa valita kaikki mahdolliset 52:n kortin 5:n
alkion osajoukot. Esimerkista [I.13] muistamme, etta néitd korttipakan 5-kombinaatioita,
eli erilaisia 5 kortin kéasia on yhteensa (552) = 2598960 kappaletta.

Néin ollen jokaisen viiden kortin yhdistelmén, esimerkiksi herttareedin (herttavarisuo-
ra kympisté dssdéan), todennékoisyys on

P(B)

1 1

(552) = Sro5060 3.85-107".

P{010,9J,9Q, VK, VA} =

Lasketaan seuraavaksi todennékoisyys tapahtumalle A : "nostetaan kési, jossa on nelji
assdaa”. Talldisen 5-kombinaation tulee sisdltaa ainakin kortit QA, $A, & A ja #A. Viimei-
nen kortti voi olla miké tahansa jaljelldolevasta 48 kortista, joten tapahtuma A sisdltaé
48 perusjoukon alkiota (pokerikitta, eli korttipakan 5-kombinaatiota). Siten tapahtuman

A todennékoisyys on

P(A) = B 185107,

52

(%)
Esimerkki 2.9. Lasketaan vield todennédkoisyydet tapahtumille B : "nostetaan kési,
jossa on téasmalleen kolme dssad”, ja C' : "nostetaan kési, jossa on viahintaan kolme dssaa”
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Tapahtumien B ja C' alkioiden méaéraé laskettaessa tulee olla tarkkana, ettei samaa katta
laske mukaan useampaan kertaan.

Lasketaan ensin kéasien, joissa on tdsmdlleen kolme #ssda, méaara. Naiden kasien va-
litseminen voidaan jakaa kahteen osaan: valitaan ensin kolme assaa, ja sen jalkeen kaksi
muuta korttia. Kolme assaa voidaan valita neljilla erilaisella tavalla:

(QA, OA, BAY,
(DA, OA, BAY,
(VA &A BAY,

tai

(WA, OA, BAY.

Toisessa vaiheessa valitaan 2 korttia muuta korttia. Vaihtoehtoja on 48, koska kolme
assista on jo kaytetty, ja neljatta ei voida valita, koska muuten kadessa olisi yli kolme
asséd. Lauseen [1.12| kohdan (iii) nojalla 48:sta kortista voidaan valita (428) = 1128 kahden
kortin joukkoa eli 2-kombinaatiota. Siten tuloperiaatteen nojalla erilaisia kasié, joissa on
téasmaélleen 3 dssda, on 4-1128 = 4512 kappaletta, joten todennékoisyys nostaa tésmaélleen
kolme é&sséa on

Kasien, joissa on vdhintddn kolme assda, lukumaara saadaan laskemalla yhteen késien,
joissa on tasmalleen kolme dssdé, ja késien, joissa on tasmaélleen nelja dssidéd, maari: eri-
laisia vaihtoehtoja on yhteensé 4512448 = 4560 kappaletta. Siten todennékoisyys nostaa
vahintadn kolme assaa on

~ 0.001736

4560

P(C) = @ ~ 0.001755.
5

2.1.1 Otanta

Monesti tilastollisessa tutkimuksessa halutaan tutkia jonkin populaation ominaisuuksia.
Selvitettavia kysymyksié voisivat olla esimerkiksi, kuinka suuri osa suomalaisista kannat-
taa sotilasliitto NATO:on liittymista, tai kuinka suuri osa jonkin jarven kaloista on ala-
mittaisia. Kaikkien suomalaisten NATO-kannan kysyminen, tai kaikkien jarven kalojen
kalastaminen on kayténnossé lahes mahdotonta, joten yleensa tilastollisessa tutkimuk-
sessa suoritetaan otanta, eli poimitaan tutkittavasta populaatiosta satunnaisotos, jonka
koko on yleensé paljon koko populaation kokoa pienempi. Otanta voidaan suorittaa ta-
kaisinpanolla eli palauttaen, jolloin sama yksilo voi paatya otokseen useamman kerran,
tai ilman takaisinpanoa, jolloin sama yksilo voi paédtyéd otokseen vain kerran.
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Esimerkki 2.10. Laatikossa on 8 palloa, joista 5 on valkoista ja 8 — 5 = 3 mustia.
Laatikko voidaan kuvata joukkona

E = {Ul, V9, U3, V4, U5, M1, M2, m3}7

missa v:11a merkitadn valkoista, ja m:114 mustaa palloa.

(i)

(i)

Otanta ilman takaisinpanoa. Nostetaan laatikosta satunnaisesti 4 palloa palaut-
tamatta nostettuja palloja nostojen vélilld laatikkoon. Mika on tapahtuman As; =
"Nostetaan tasan 2 valkoista palloa” todennakoisyys?

Perusjoukoksi €2 kannattaa valita kaikkien 8 pallon joukon 4 pallon osajoukot, eli 4-
kombinaatiot; jarjestykselld, jossa pallot on nostettu, ei ole tutkittavan tapahtuman
kannalta merkitysta. Perusjoukon alkioita w € €2 ovat esimerkiksi

{U37 Vg, M, m3}

ja
{Ula V2, Vy4, ml}-

Néitd on lauseen [1.12 kohdan (iii) nojalla (i) kappaletta. Néista tapahtumalle A

suotuisia alkeistapauksia ovat ne, joissa on tasan 2 valkoista ja 4 — 2 = 2 mustaa
palloa, eli esimerkiksi

{U37 Vg, My, m3}
ja
{vlv Vg, My, m2}~

5

2) erilaisella, ja

Lauseen [1.12| kohdan (iii) nojalla valkoiset pallot voidaan valita (

mustat pallot (;) erilaisella tavalla. Siten erilaisia mahdollisia yhdistelmia, joissa on

tasan 2 valkoista palloa, on tuloperiaatteen nojalla (g) (g) kappaletta, joten toden-
nakoisyys nostaa tasan 2 valkoista palloa on

P(Ay) = (zgi()Q) = 1%3 = ?; ~ 0.4286.

Otanta takaisinpanolla. Otanta takaisinpanolla. Nostetaan laatikosta satunnai-
sesti 4 palloa palauttaen nostojen valilla nostettu pallo takaisin laatikkoon. Miké on
tapahtuman A, = "Nostetaan tasan 2 valkoista palloa” todennakoisyys?
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Nyt perusjoukoksi €2 kannattaa valita kaikki 4:n pallon jonot, jotka on mahdollista
muodostaa 8 pallosta siten, ettd sama pallo voi esiintya useampaan kertaan. Perus-
joukon alkioita w € €2 ovat esimerkiksi:

<m37 ma,my, m3)
ja
('U37 V2, U3, m2>‘

Tuloperiaatteen (luku nojalla naitd jonoja on 8* kappaletta.

Lasketaan, kuinka monessa néisté jonoista on tdsmaélleen 2 valkoista palloa. Selvite-
taan ensimmaiseksi, kuinka monta erilaista tapaa on jarjestda 4 palloa, joista 2 on
valkoisia ja 2 mustia, jonoiksi. Téllaisia jonoja ovat esimerkiksi

(m,m,v,v)

ja
(v,m,v,m).

Lauseen |1.12[(iii)-kohdan nojalla ndmé ehdot tdyttévia permutaatioita on (3) kappa-
letta. Naiden erilaisten jarjestysten valkoiset pallot ja mustat pallot voidaan edelleen
valita useammalla eri tavalla. Esimerkiksi jarjestyksen (m,m,v,v) toteuttavat

(m27 ma, Vs, 03)

ja
(m37 my, U1, /03)'

Tuloperiaatteen nojalla valkoiset pallot kuhunkin jirjestykseen voidaan valita 52
erilaisella, ja mustat pallot 32 erilaisella tavalla.

Edelleen tuloperiaatteen nojalla erilaisia 4:n pallon jonoja, joissa 2 palloista on val-
koisia, on (3) -52.3% kappaletta, joten todennikodisyys nostaa tasan 2 valkoista palloa
on )

() -5%-3% 1350

= ~ 0.3296.
84 4096

P(Ay) =

Tarkastellaan kahdentyyppisisté alkioista koostuvaa N-alkioista joukkoa £ = AU B,
missa A = {ay,...,ax} ja B ={b,...,by_k}. E voi olla esimerkiksi laatikossa olevien
pallojen, joista K on valkoisia ja N — K mustia, joukko. Edellinen esimerkki yleistyy
seuraavasti.
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Lause 2.11. Otanta ilman takaisinpanoa ja takaisz’npanollaﬂ Olkoon n € {1,...,N} ja
ke{0,...,n}.

(i) Valitaan yllimainitusta joukosta E n:n kappaleen otos satunnaisesti ilman takai-
sinpanoa. Todenndkdisyys tapahtumalle Ay: “otoksessa on tdsmdlleen k joukon A

alkiota” on (K) (N K)
k n—k
(ii) Valitaan yllamainitusta joukosta E n:n kappaleen otos satunnaisesti takaisinpanolla.
Todenndkoisyys tapahtumalle Ay: “otoksessa on tasmdlleen k joukon A alkiota” on

P(Ay) = <"> KHN — K)9

k Nn

Todistus. Kuten esimerkissa [2.10L O

Pokerikédden nostamisessa korttipakasta kyse on otannasta ilman takaisinpanoa. Siten
esimerkin [2.9 tulos tdsmélleen kolmen dssén todennékoisyydelle seuraa suoraan edellisesté
lauseesta, kun valitaan N =52, K =4, n=5ja k = 3:

B0 _O)
P(B) = = ~ 0.001736.
(%) (%)
Jos taas nostetaan korttipakasta 5 korttia siten, etta sekoitetaan nostettu kortti pak-

kaan aina nostojen valilld, kyse on otannasta takaisinpanolla. Siten todennakoisyys nostaa
tasmalleen 3 dssda (merkitadn téta tapahtumaa D:lla) saadaan myos suoraan edellisesta

lauseesta i (nt) ; )
K*(N — K)\n— 5\ 4° - 48
Py =" ( )" (o)A

k Nn 3] 52

~ 0.003878.

Huomautus 2.12. Perusjoukon valinta on aina viime kadessa mielivaltainen, ja samaa
satunnaiskoetta voidaan mallintaa usealla eri perusjoukolla. Usein, kuten tdméan luvun esi-
merkeissa, perusjoukon valinta on ilmeinen. Muitakin mahdollisuuksia kuitenkin on: esi-
merkiksi jos meita kiinnostaa vain kahden nopan yhteenlaskettu silmaluku, voimme kayt-
taa alkeistapauksina kahden nopan mahdollisten yhteenlaskettujen silmélukujen joukkoa

O ={2,...,12}.

Sengl. sampling without/with replacement
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Télld perusjoukolla voimme esittdéd esimerkin 2.7 tapahtuman A (silméilukujen summa yli

9) muodossa
A={we|w> 9} ={10,11,12}.

Sen sijaan saman esimerkin tapahtumaa B (molemmat silméluvut pienempéé kuin 3)
emme voi esittad perusjoukon §2; avulla. Perusjoukon tuleekin olla riittavéin rikas, jotta
kaikki meitéd kiinnostavat tapahtumat voidaan esittda sen osajoukkoina.

Myoskédan tapahtumaan A emme voi perusjoukolla €2; soveltaa klassisen todennékoi-
syyden méaaritelméa, koska tilanne ei ole endé symmetrinen (alkeistapaukset eivit ole yhta
todennékoisia).

Klassisen todennéakoisyyden kasite ei siis aina ole paras mahdollinen. Kuvitellaan ti-
lanne, jossa heitamme kolikkoa niin kauan, kunnes tulee klaava. Mika on témén tilan-
teen perusjoukko? Huomaat, ettd perusjoukolle patee |2 = n = oo. Miksi? Klassisen
todennéakoisyyskésitteen rajoitukset tulevat nopeasti vastaan, ja siksi tarvitsemme liséda
todennédkoisyysmalleja. Téllaisia ovat esimerkiksi frekventistiset ja subjektiiviset toden-
nékoisyyksien tulkinnaﬁ

2.2 Todennakoisyyden aksioomat

Jos perusjoukko 2 ei ole symmetrinen, eli ei ole perusteita olettaa etté alkeistapaukset
olisivat yhta todennakoisia, klassisen todennékoisyyden maaritelmaéd (méaéritelma , ei
voida kayttda satunnaiskokeeseen liittyvin epavarmuuden mallintamiseen. Esimerkkeja
tallaisesta satunnaiskokeesta ovat (viiden) tikan heitto, jossa perusjoukoksi voidaan aset-
taa Q = {0,1,2,...,10}°, jalkapallo-ottelun lopputulos, jossa luonteva perusjoukko on
N2, tai keihddnheiton tulos, jossa Q = (0, 00).

Kaksi viimeksimainittua esimerkkia poikkeavat aiemmista télla kurssilla késitellyis-
td esimerkeistd myos siind suhteessa, ettd perusjoukko {2 on ddreton; lisdksi viimeiseksi
mainitussa esimerkissé perusjoukko on myos (ainakin teoriassa) ylinumeroituvaﬂ

Tarvitaankin maéaritelméa yleisempad todennakoisyyden madritelmaéd toisaalta
epasymmetristen satunnaiskokeiden, ja toisaalta laajempien perusjoukkojen kasittelemi-
seen.

6Katso kappale

"Numeroituvuuden kisitetts kiytetiin mittateoriassa. Kiytinnossia numeroituva joukko on sellainen,
jonka alkiot voidaan luetella. Téllaisia joukkoja ovat mm. luonnolliset luvut {1,2,3, ...} tai parilliset
kokonaisluvut {2,4,6 ...}. Joukko, joka ei ole numeroituva, on ylinumeroituva. Téllaisia joukkoja ovat
esimerkiksi reaaliakselin luvut, tai vélin [0,1] reaaliluvut, joiden kaikkia alkioita ei voida edes teoriassa
luetella.

Jos keihdénheiton tulosta voitaisiin mitata &érettomén tarkasti olisi keihddnheiton tulosten perusjouk-

ko ylinumeroituva. Kéytdnnossa tulokset ilmoitetaan kuitenkin yhden senttimetrin vélein, jolloin perus-
joukko on numeroituva.
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Maarittelemme seuraavaksi todennakoéisyyden tietyt ominaisuudet, joita kutsumme
todenndkoisyyden aksioomiksi, tayttavana joukkofunktiona tapahtumien F joukolta vélille
[0, 1].

Kun perusjoukko €2 on aérellinen tai korkeintaan numeroituvasti dareton, niin ta-
pahtumien joukoksi F voidaan aina valita (voidaan periaatteessa valita myo6s pienempi
joukko) kaikkien perusjoukon osajoukkojen joukko P(f2). Ylinumeroituvan perusjoukon
tapauksessa vaaditaan, ettd kaikkien tapahtumien joukko on ns. o-algebra.

Maaritelma 2.13. o-algebra. Kokoelma F perusjoukon 2 osajoukkoja on o-algebra, jos
1. Qe F
2. Ae F=A°e F
3. A1€F:>U$21Al€./_"
Kaytannossa o-algebran ehdot todennékoisyyslaskennan viitekehyksessa tarkoittavat

sita, ettd tapahtumina voidaan tarkastella vain sellaisia joukkoja, jotka ovat riittdvan
‘siisteja’. Seuraava lause helpottaa kokoelman F késittelyé.:

Lause 2.14. o-algebran ominaisuuksia. Olkoon F o-algebra. Tdlloin
(i) O € F,

(i) Jos A,B € F, niin AUB,ANB,A\ B € F,

(i) A, € F=N2, € F.

Todistus. Jatetadn harjoitustehtéviksi. Perusidea: kohta (i) seuraa siita, ettda Q° = ).
Kohta (i7) saadaan soveltamalla o-algebran maaritelmén kohtaa 3, ja edelleen kohta (ii7)
saadaan ns. De Morganin lauseita soveltamalla. O

Ennen mittateorian tuomaa tulikoneistoa todennékoisyyslaskennalle o-algebran l&-
hempi tarkastelu ei ole kovin mielekésté, joten jatdmme o-algebraan liittyvéat lisatarkas-
telut mychemmille kursseille. Madrittelemme nyt todennikéisyydenf| seuraavasti toden-
nakoisyyden aksioomien (Kolmogorov: Foundations of the Theory of Probability (1933))
mukaisesti:

8 Joissain ldhteissd mainitaan myo6s todennikodisyyskuvauksena tai todennikéisyysmittana.
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Maisritelmé 2.15. Todenndkdisyyden aksioomatf] Olkoon § perusjoukko ja o-algebra F
sen tapahtumien joukko . Kuvaus P : F — R on todennékoisyys (lyh. tn), jos

(TN1) P(A) > 0 kaikille tapahtumille A € F,
(TN2) P(Q) =1,

(TN3) Kaikille tapahtumille A, As, ... € F pétee

P ([’j Ai) — S P(A),

kun ne ovat erillisid, eli A; N A; = 0 kaikille ¢ # j.

Ensimmaéinen aksiooma (TN1) vaatii, ettd kaikkien tapahtumien todenndkoisyyden
on oltava epanegatiivinen, eli vahintdan nolla. Toinen aksiooma (TN2) taas vaatii, et-
té koko perusjoukon 2 todennékoisyyden on oltava 1, eli ettd jokaisella satunnaiskokeen
suorituskerralla joku lopputulos tapahtuu. Kolmas aksiooma (TN3) vaatii, etta kaikkien
erillisten tapahtumien (numeroituvan) yhdisteen todennékéisyyden taytyy olla ndiden ta-
pahtumien todennékoisyyksien summa. Toisin sanoen todennékoisyys sille, ettd ainakin
yksi erillisista tapahtumista A; tapahtuu saadaan laskemalla yhteen ndiden yksittdisten
tapahtumien tapahtumistodennikoéisyydet P(A;). Tatd todenndkoisyyden ominaisuutta
kutsutaan yleensa tdaysadditiivisuudeksi.

Todennékoisyyden kasitteen méarittelemisen jélkeen voimme muodostaa todenndkoi-
syysavaruuden, jota tarvitaan perustaksi todennédkoisyyksien mallintamiselle.

Maaritelma 2.16. Todenndkdisyysavaruusm Kolmikkoa (€2, F, P), missa €2 on perus-
joukko, o-algebra F sen kaikkien tapahtumien joukko, ja P : F — R todennakoisyys,
kutsutaan todenndkdisyysavaruudeksi (lyh. tn-avaruudeksi).

Esitelldan seuraavaksi todennakoisyysavaruuden erikoistapaukset diskreetti todennd-
koisyysavaruus ja ddrellinen todenndkoisyysavaruus, seka symmetrinen todenndkdoisyysa-
varuus, jota kasittelimme jo klassisen todennédkoisyyden ytheydessé.

Maaritelma 2.17. Diskreetti todenndkdisyysavamus.E Jos perusjoukko €2 on &arellinen,
eli Q = {wy,...,wy,}, tai numeroituvasti aareton, eli Q = {wy,wy, ...}, tarkasteltavien

Yengl. probability axioms
Oengl. probability space
Wengl. discrete probability space

32



tapahtumien joukoksi J voidaan aina valita perusjoukon kaikkien osajoukkojen joukko
P(£2), ja todennékoisyysavaruutta (€2, P(2), P) kutsutaan diskreetiksi tn-avaruudeksi.
Koska tapahtumien joukoksi voidaan diskreetissa tapauksessa aina valita kaikkien pe-

rusjoukon osajoukkojen joukko, diskreettia tn-avaruutta merkitaédn usein lyhyemmin pa-
rilla (€2, P).

Misritelméa 2.18. Adrellinen todenndké’isyysavamus.@ Diskreettia todennékoisyysava-
ruutta (€, P) kutsutaan aarelliseksi tn-avaruudeksi, jos sen perusjoukko 2 on aarellinen,
eli Q ={wy,...,w,} jollekin n € {1,2,...}.

Osoitetaan seuraavaksi, etté diskreetin perusjoukon tapauksessa kaikkien tapahtumien
todennakoisyydet méaraytyvat yksikasitteisesti alkeistapausten todennékoisyyksien sum-
mana.

Lause 2.19. Olkoon Q joko ddrellinen, eli Q = {wq,...,w,}, tai ddreton, eli Q@ =
{wi,we, ...}, diskreetti perusjoukko, ja vastaavasti luvut py, ..., py, tai p1,pe,--- > 0 s.e.

opi =1 @ Nyt on olemassa yksi ja vain yksi todenndkdisyys, eli aksioomat (TN1)-
(TN3) toteuttava joukkofunktio P : P(Q) — R, jolle patee

(2.20) P(w;) =p; kaikille i€ {1,2,...}.

Todistus. "=": Osoitetaan, ettd on olemassa ainakin yksi todennékoéisyys, jolle pétee.
Maaritellaan funktion P : P(£2) — R arvoksi jokaiselle joukolle A € P(Q):

(2.21) P(4):= > pi.

wW;EA
Téstd P:n médritelméstd seuraa suoraan, ettd P toteuttaa ehdon [2.20] Osoitetaan
viela, ettd P toteuttaa todennékoisyyden aksioomat:

(TN1) Maaritelméan P:lle (2.21]) nojalla jokaiselle tapahtumalle A € P(§2) patee
P(A)= Y p >0.

w;EA
Epénegatiivisuus seuraa siité, etta oletuksen nojalla p; > 0 kaikille ¢ € {1,2,...}.
(TN2) Jélleen maaritelmén ja oletuksen nojalla perusjoukolle €2 pétee
PQ)=> p=>p=1
i=1

w; EQ

2engl. finite probability space
13 Agrelliselle perusjoukolle kiytetdin tissi lauseessa merkintdjen selkeyttimiseksi samaa merkintéd,
Z?; p; kuin ddrettomaélle perusjoukolle. Talloin asetetaan p; = 0 kaikille i > n.
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(TN3) Olkoon A, Ay, --- € P(Q) jono erillisia tapahtumia. My6s tapahtumien yhdiste
A= U2, A; € P(R2) voidaan esittdd numeroituvana yhdisteend perusjoukon
alkioista: A = U, c4{w;}. Siten mééritelméstdmme seuraa téysadditiivisuus:

P (DA) =P (G U {wi}) =P ( U {wi}) ~ P(4)

7j=1 UJiEAj wieA

Zmzi ZpiiP<Aj)-

wiEA j:1 wiEAj

Toiseksi viimeisessa yhtasuuruudessa hyodynnettiin oletusta tapahtumien Ay, Ao, . ..
erillisyydesta.

Talla tavoin voimme siis aina 16ytda todenndkoisyyden P, joka toteuttaa ehdon [2.20]
Osoitetaan vield, ettd tama P on yksikéasitteinen, eli jos todennédkoisyys P* toteuttaa
ehdon [2.20] on valttamatta P* = P, eli P*(A) = P(A) kaikille A € P(Q).

7«<": Olkoon P* todennékéisyys, eli aksioomat (TN1)-(TN3) toteuttava joukkofunktio
P*:P(Q2) — R, jolle pétee. Osoitetaan, ettd jokaiselle joukolle A € P(£2) pétee [2.21]

eli etté
wiEA

mista seuraa P* = P.

Tehdéan vastaoletus: on olemassa joukko A € P(Q) s.e.

P*(A) # Z Di-

wi€A

Vastaoletuksen nojalle erillisille joukoille {w;} € A pétee (Huomaa, etta sekd yhdiste
Usseafwi}, ettd summa Y, c4 P*(w;) ovat numeroituvia. Jos A on dérellinen, valitaan
yhdisteen lopuiksi joukoiksi tyhjia joukkoja.):

w; €A

P ( U {wz‘}> = P*(A) # ZAPz‘ ZAP*(%‘)-

Mutta tdmé on ristiriidassa P*:n oletetun tédysadditiivisuuden kanssa. Siten vastaoletus

on vaara, joten on oltava P* = P.
O
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Esimerkki 2.22. Symmetrinen tn-avaruus. Olkoon Q = {w,...,w,} perusjoukko, ja

asetetaan 1
P(w;) =p; = — kaikille i€ {1,...,n}.
n

Nyt lauseen nojalla (huomaa, ettd Y0 ; p; = 1) P maaraa todennakoisyyden yksiké-
sitteisesti kaikille tapahtumille A € P(Q) siten, etta

(2.23) PA) =Y p= |’:|.

w; EA

Tallaista tn-avaruutta (€2, P), jonka kaikkien alkeistapausten todennakéisyydet ovat sa-
mat, kutsutaan symmetriseksi todennakoisyysavaruudeksi.

Huomaa, etta ndin méaritelty P on yhtenevé todennékoisyyden klassisen méaaritelman
(méaritelma kanssa. Siten klassisen maéaritelman mukainen todennakoéisyys on eri-
koistapaus yleisemméan méaritelman (méaritelma mukaisesta todennékoisyydesta.

Kaikki aiemmin talla kurssilla kéasitellyt esimerkit, kuten kolikonheitto, kahden no-
pan heitto, pokerikési ja 4 pallon nostaminen laatikosta, on mallinnettu symmetrisen
tn-avaruuden avulla. Esitelladn seuraavaksi esimerkit epdsymmetrisesta diskreetisté to-
dennékoisyysavaruudesta aarellisellé ja éiéirettéméillé@ perusjoukolla.

Esimerkki 2.24. Heita sikaa. Suositussa Heita sikaa-pelissa heitetdan sian muotoisia ar-
pakuutioita. Pisteitad heitosta saa sen mukaan, mihin asentoon sika jaa maahan tullessaan.
Pisteet ja frekvenssit E yhdelle sialle ovat seuraavat:

Nimi Asento Pisteet Frekvenssi (%)
wy  Siankylki Kyljelladn 0 p. 65.1
wy  Sianselka Selallaan 5p. 22.5
ws Tavallinen sika Jaloillaan 5 p. 8.8
e Siansvltt Etujalkojen ja karsan 10 3.0
4 YN varassa p- ’
ws Etupotka Toisen korvan ja 15 p. 0.6

etujalan varassa

1]tse asiassa dAdreton diskreetti tn-avaruus ei voi olla symmetrinen. Téméan voi itse kokeilla osoittaa
tn:n aksioomien perusteella.

15Simuloitu standardoidulla pinnalla ja automaattisella heittolaitteella (otoskoko n = 11954). Lihde:
https://en.wikipedia.org/wiki/Pass_the_Pigs
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Asetetaan P luvuille p; = 0.651,p, = 0.225,p3,= 0.088,p;, = 0.030 ja ps = 0.006
seuraavasti:

P(w;) = p; kaikille i€ {1,2,3,4,5},

Lauseen nojalla P on todennékoisyys perusjoukolla € = {wy, ws, w3, wy, ws} (huomaa,
ettd 7 p; = 1). Siten (2, P) on dérellinen (ja diskreetti) tn-avaruus.

Lisaksi kaikkien tapahtumien todennakoisyydet saadaan niiden sisaltamien alkeista-
pauksien todenndkoisyyksien summana. Esimerkiksi tapahtuman A : "Heitolla saadaan
tasan 5 pistetta” todennakoisyys on

P(A) = P(ws,ws) = pa + p3 = 0.313.

Esimerkki 2.25. Kotijoukkueen tekemien maalien maéré jalkapallo-ottelussa. Periaat-
teessa, vaikkakaan ei kaytannossa E, joukkueen tekemien maalien méara ei ole rajoitet-
tu, vaan se voi olla mikéa tahansa epanegatiivinen kokonaisluku. Perusjoukoksi on talloin
luontevaa asettaa

0={0,1,2...} =N.

Jos perusjoukko on aareton, perusjoukon alkioiden todennékoisyyksien valinta siten,
ettd ne summautuvat ykkoseksi, on hieman hankalampaa kuin darellisen perusjoukon ta-
pauksessa, silld nyt kyse on adrettoméasta summasta. Yksi vaihtoehto valita todennakoi-
syydet on seuraava.

Olkoon A € (0,00). Asetetaan

Ai
pi = e’)‘,—‘ kaikille 7€ {0,1,2,...}.
7!
Nyt eksponenttifunktion sarjakehitelman e® = >3 ; = DOJaHa
o0 )\Z
sz =Y e =t =1,
= 2!

joten luvut p; maéraéavat todenndkoisyyden ddrettomalle perusjoukolle 2 = {0,1,2,...} =
N. Siten (N, P), missé
Ai
P(i) = e~ kaikille i€ N

7!

16 Jalkapallon peliaika on rajoitettu, joten mielivaltaisen suuren maaliméérin ei kiytinnossé olisi fyy-
sisesti mahdollista toteutua. Suurin voittomarginaali ammattilaistason jalkapallo-ottelussa on 12. syys-
kuuta 1885, kun Arbroath voitti Bon Accordin 36-0 Skotlannin cupin ottelussa. Tosin lokakuussa 2002
AS Adema voitti SO ’'Emyrne:n 149-0 Madagaskarin mestaruudesta pelatussa neljan joukkueen turnauk-
sessa. Tétéd el kuitenkaan lasketa, silld kaikki maalit olivat omia: SO "'Emyrne hévisi ottelun tahallaan
protestiksi sarjan aiempien ottelujen tuomarityoskentelystd. Lihde: https://en.wikipedia.org/wiki/
Arbroath_36-0_Bon_Accord, https://en.wikipedia.org/wiki/AS_Adema_149-0_S0_1%27Emyrne
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on diskreetti tn-avaruus. Nain méaariteltyéd todennakoisyytta kutsutaan Poissan—jakaumakszﬂ
Jos jonkin asian sattumisen todennakoisyys jollain aikavalilla on vakio, ja ndiden sat-
tumisten ajankohdat ovat toisistaan riippumattomia, ndiden tapahtumien méaraa tietylla
aikavalilla voidaan mallintaa Poisson-jakaumalla. Onnekkaasti osoittautuu, etti esimer-
kiksi joukkueen jalkapallo-ottelussa tekemien maalien méaréd noudattaa melko tarkkaan
Poisson-jakaumaa. Seuraavaan taulukkoon on merkitty kotijoukkueen ottelussa tekemien
maalien maarat ja frekvenssit La Ligassa (Espanjan padsarja) kausilla 2010-2015 (yhteen-
sd 2116 ottelua).

Poisson-jakaumasta (A = 1.631)

Maalit Ottelut Frekvenssi (%) laskettu tn

0 466 22.02 0.1957
1 668 31.57 0.3192
2 498 23.53 0.2604
3 262 12.38 0.1416
4 147 6.95 0.0577
) 20 2.36 0.0188
6 15 0.71 0.0051
7 7 0.33 0.0012
8 2 0.09 0.0002
9 1 0.05 0.0000

Kotijoukkue on siis jadnyt 466 ottelussa nollaan maaliin, 668 ottelussa tehnyt 1 maalia,
ja niin edelleen. Lisdksi taulukkoon on merkitty Poisson-jakaumasta parametrin A =
1.631 arvolla E lasketut todennédkoisyydet. Vaikka aineistossamme suurin maalimaéra on
9, Poisson-jakauman avulla saadaan positiiviset todennakoéisyydet kaikille perusjoukon
alkioille: esimerkiksi P(10) = 7.20 - 107S.

Seuraavassa esimerkissd ratkaistaan todennakoisyyslaskennan aksioomien avulla epéa-
symmetrista todennakoisyysavaruutta kasitteleva ongelma.

Esimerkki 2.26. Olkoon erdédn todennakéisyysavaruuden perusjoukko 2 = {1,2,...,10}.
Maaritetdan todennakoisyydet p, = P(k) kaikille perusjoukon alkioille k£ € ) siten, etta
Pr On

17Poisson-jakaumaa ja muita todennikoisyysjakaumia késitellidn lisdd myohemmin satunnaismuuttu-
jien yhteydessa.

18Kotijoukkueen maalimédrien keskiarvo aineistossa. Parametrien paittelyyn ja tilastollisen mallin so-
vittamiseen aineistoon perehdytédédn tarkemmin kurssilla Tilastollinen paéttely I.
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(a) suoraan verrannollinen lukuun k
(b) suoraan verrannollinen lukuun In(k).

Lasketaan lisdksi kummassakin tapauksessa todennakoisyydet tapahtumille
A : "tulos on suurempaa kuin 6”

ja
B: "tulos on kokonaisluvun nelio”.

Todennékoisyyden aksioomien nojalla pp, = P(k) > 0 kaikilla £ = 1,2,...,10 ja
Z}lgozl pr = 1.

(a) Koska pj on suoraan verrannollinen lukuun k, eli 55 = ¢ on vakio kaikilla k =
1,2,...,10, niin p, = kc > 0, jolloin my6s ¢ > 0 ja

10-11

10 10 10
1:Zpk:2kc:c(2k):c- = bde
k=1 k=1 k=1 2

(Ylla kaytettiin summakaavaa 1 +2+ ... +n = @)

Nyt voidaan ratkaista ¢ = 5—15, joten pp = %, kun £ =1,2,...,10. Edelleen, koska A :

"tulos on suurempi kuin 6” = {7,8,9,10}, niin

& 7 8 9 10 34
P(A) = =S =2 ~o6s.
) ,;pk 55 55 55 55 55

Samoin, koska B : "tulos on kokonaisluvun neli6” = {1, 4, 9}, niin

1 4 9 14
P(B) = T 20255
B)= >, Pe=ggt+gptgp =g 025

ke{1,4,9}

(b) Nyt m’?—’%) = ¢ on vakio kaikilla £ = 1,2,...,10, jolloin p = ¢+ In(k) . Néain ollen
>0 Vk>1

c>0ja

10 10 10
1= pe=> c-Ink) :c(Zln(k)) =c-In(1-2-...-10) =c-In10!
k=1 k=1 k=1
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1
In10!°

In(k)

o (koska py ja In(k) olivat suoraan

Nyt voidaan ratkaista ¢ =
verrannollisia). Néin ollen

joten pp =

10 In7 In8 In9 In 10
P(A) = —
“) ,;p’“ m10! 10l niol  In 1ol

CIn(7-8-9-10)  In5040

— ~ 0.564
In 10! In 3628000 0.56
ja
B _ Inl In4 n9 In(1-4-9)  In36
P(B)= > 2= {01 Tniol T w10l = miol 3628000 ~ 02T

ke{1,4,9}

Seuraavassa lauseessa osoitetaan joitain todennakoisyyslaskennan keskeisia laskusaén-
toja, jotka ovat johdettavissa suoraan todennékoisyyden aksioomista.

Lause 2.27. Todenndkdisyyslaskennan laskusdadntdja. Olkoon (Q, F, P) todenndkdisyysa-
varuus ja A ja B sen tapahtumia. Tdalldin

(i) P(0) = 0.

(ii) (Adrellinen additiivisuus) Jos tapahtumat Ay, ..., A, ovat erillisii, eli A; N A; =0
kaikille © # j, niin P(U, A;) = X0, P(4,;).

(iii) P(A®) =1 — P(A). kaikille Ay, ..., A, € F.
(iv) 0 < P(A) < 1.
(v) (Monotonisuus) Jos A C B, niin P(A) < P(B).
(vi) (Yhteenlaskukaava) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Todistus. Todistetaan kohdat (i)-(iii), ja jatetdén loput harjoitustehtévaksi.

(i) Koska tyhjat joukot ovat erillisid, todennakéisyyden additiivisuuden (TN3) nojalla
tapahtumille 0,0, ... patee

PO) :P(G@) = P() + PO) +---= > P(O)

Mutta ainoa reaaliluku, joka toteuttaa tamén yhtélon on 0, joten on oltava P(f)) = 0.
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(ii) Kun ¢ > n, valitaan A; = (). Nyt véite seuraa taysadditiivisuudesta (TN3) erillisille

tapahtumille A, A, ..

. ja kohdasta (i).

(iii) Joukon komplementin méiiritelmén nojalla Q = A U A° ja AN A® = (. Siten
todennékoisyyden toisen aksiooman (TN2) ja dérellisen additiivisuuden (osoitettiin
edellisessa kohdassa) nojalla

mista vaite seuraa.

1= P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(A),

]

Seuraavassa taulukossa viela muutamia todennékoisyyslaskennan kannalta keskeisia
joukko-opin merkintéja tulkittuna todennékoisyyslaskennan termeind. Todennédkoisyys-
laskennallisissa tulkinnoissa joukot A ja B voidaan tulkita tapahtumiksi, jotka joko rea-
lisoituvat eli tapahtuvat tai sitten eivat.

Joukko-opin merkinta Tn-laskennan tulkinta

Q
we N
0

ANB =10

perusjoukko / varma tapahtuma

alkeistapaus / satunnaiskokeen tulosmahdollisuus
mahdoton tapahtuma

kaikkien tapahtumien joukko

A tapahtuu

A ei tapahdu

A tai B tapahtuu

A ja B tapahtuvat

ainakin yksi tapahtumista Aj, As, ... tapahtuu
kaikki tapahtumat A;, As,... tapahtuvat

A tapahtuu, mutta B ei tapahdu

jos A tapahtuu, niin my6s B tapahtuu

A ja B eivit voi tapahtua yhté aikaa

Tarkastellaan seuraavaksi muutamaa esimerkkia, joissa sovelletaan lausetta [2.27]

Esimerkki 2.28. Opiskelija osallistuu kurssien Todennékoéisyyslaskenta 1 ja Todennakoi-
syyslaskenta 2 kurssikokeisiin. Opiskelija lapaisee ensimmaisen kurssin todennakoisyydella
0.8, toisen kurssin todennékoisyydelld 0.4 ja molemmat kurssit todennékoisyydella 0.3.
Milla todennéakoisyydelld han ei ldpéise kumpaakaan kurssia?
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Merkitadn A; : "Opiskelija lapaisee ensimmaéisen kurssin” ja Ay : ”"Opiskelija lapéisee
toisen kurssin”. Nyt todennékoisyys, ettd han lapaisee vahintdan yhden kurssin, on lauseen

[2.27] (vi)-kohdan nojalla
P(A U Ay) = P(A)) + P(As) — P(A; N As) = 0.8+ 0.4 — 0.3 = 0.9,
Tallsin (De Morganin lauseiden ja) lauseen [2.27] (444)-kohdan nojalla
P(ASNAS) = P((A U A)Y) =1 - P(A UA) =1-09=0.1.

Tassa luvussa olemme méaritelleet todennédkoisyysavaruuden késitteita ja luoneet puit-
teet, jossa voimme késitelld aiempia esimerkkeja ja toisaalta my6s myohemmin esiteltéavia
asioita. Vaikka luku on jokseenkin tekninen, kaytannon laskut ja intuitio eivat ole klassi-
sen todennakoisyyden yleistdmisen myota kadonneet mihinkdan, kuten ylla olevat esimer-
kit osoittavat. Asiat eivét siis ole vaikeutuneet, vaan niiden késitteistod on tdsmennetty.
Tasmalliset méaaritelmét ja késitteet ovat tarpeellisia, jotta todennédkoisyytté voidaan ka-
sitella matemaattisesti. Naita ei kuitenkaan pida sdikahtaa, eika esimerkiksi o-algebran
kasitteen taydellinen hahmottaminen ole kurssin oppimistavoitteissa olennaista@

2.3 Todennakoisyyksien tulkinnasta

Olemme kasitelleet todennékoisyyttd ennen kaikkea sen matemaattisen méaaritelmén kaut-
ta. Tarkastellaan kuitenkin vield muutamia kaytannon tulkintoja todennékoisyydelle esi-
merkein havainnollistaen. Esimerkeissi ja alkeistapausten todennékoisyyksien
maéarittelyssa kaytettiin apuna tapahtumien suhteellisia frekvenssejé. Tapahtuman toden-
nékoisyys voidaan yrittaa méaritelld tapahtuman suhteellisen frekvenssin raja-arvona, kun
satunnaiskoe toistetaan hypoteettisesti ddrettomén monta kertaa. Toisin tapahtuman A
todennakoisyys on

missé n(A) on tapahtuman A toteutumiskertojen lukumééra ja n satunnaiskokeen tois-
tojen lukumaara. Frekvenssitulkinta perustuu suurten lukujen lakiinFE], joka kuuluu to-
dennékoisyyslaskennan merkittavimpiin tuloksiin. Suhteelliseen frekvenssiin perustuvalla
tulkinnalla ei voi korvata todenndkoisyyden aksioomia (daretonta raja-arvoa ei edes voisi
tosielamésséd saada kokeellisesti selville), mutta siitd on apua todennékoisyyden késitteen
hahmottamisessa.

19Toki huomautuksena, ettd o-algebran kisitteen pyorittely ja hahmottaminen on hyvii aivojumppaa,
vaikka onkin kasitteenéd hyvin abstrakti.
20Guurten lukujen lakia kisitelldsin kappaleessa
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Ainutkertaisten tapahtumien yhteydessa frekvenssitulkinta ei ole enda kayttokelpoi-
nen’!] vaan télléin voidaan puhua muun muassa subjektiivisesta eli bayesilaisesta toden-
nakoisyydestd. Subjektiivinen todennakoisyys kuvaa sité, kuinka uskottavana henkilo tai
jokin muu taho jonkun tapahtuman toteutumista pitaéd. Eri tahojen késitykset saman ta-
pahtuman todennéakoisyydesta voivat vaihdella ja subjektiivinen todennakéisyys voi myos
muuttua henkilon saadessa lisédd tietoa tapahtumasta. Subjektiivisia todennékoisyyksié
kaytetaan usein vaikeasti ennakoitavissa olevien tapahtumien, kuten urheilu- tai laulukil-
pailuiden yhteydessé. Naissa tapahtumissa voittajasta voi lyodéa vetoa joillakin kertoimilla,
vaikka kyseessa on yleenséd ainutkertainen tapahtuma, jonka lopputulosten todennakoi-
syyksia ei olla voitu empiirisesti tutkia. Tarkastellaan kuitenkin rajatumpaa esimerkkia
tilanteesta, jossa subjektiivinen todennékoisyys voi muuttua.

Esimerkki 2.29. Painotettu noppa: Hannulla ja Kertulla on uusi noppa. Kerttu kysyy
Hannulta, milla todennékoisyydella seuraavan heiton silmaluku on 6. Hannulla ei ole ollut
mahdollisuutta tutkia noppaa, mutta han on lukenut klassista todennéakoisyytté ja vastaa
néin ollen . Siis Hannun subjektiivisen késityksen mukaan P(6) = ;.

Kerttu on kuitenkin Hannun tietamatta heittanyt noppaa 100 000 kertaa ja havainnut,
ettd noppa onkin painotettu. Kertun havaintojen mukaan todennékoisyydet saada 5 tai
6 ovat kumpikin %, ja kaikkien muiden silmalukujen todennékoisyydet ovat kukin %

Kerttu paattaa jakaa tietonsa Hannun kanssa ja kysyy tamén jélkeen uudestaan, milla
todennékoisyydelld seuraavan heiton silméluku on 6. Nyt Hannu on saanut uutta tietoa
ja vastaa luonnollisesti % Néin ollen Hannun subjektiivinen todennékoisyys silmaluvulle
6 onkin nyt P(6) = % Hannun arvio kutosen todennékoisyydesta muuttui huomattavasti,

vaikka itse noppa ei muuttunut mitenkaéan.

On hyva muistaa, etté frekvenssitulkinta tai subjektiivinen todennakoisyys eivét ole
kaikissa tilanteissa riittavia matemaattisia maaritelmia todennékoisyydelle. Jotta voidaan
tasmallisesti puhua todennakoisyyksisté, taytyy frekvenssitulkintaan perustuvan toden-
nakoisyyden tai subjektiivisen todennakoisyyden toteuttaa todennakoéisyyden aksioomat
(kuten muun muassa aiemmin esitettyjen esimerkkien todennékoisyydet tekevét).

Esimerkki 2.30. Sidata ennustavalta etanalta kysytadn seuraavien péivien sdasta. Perin-
teisen "onko huomenna pouta” -kysymyksen sijaan etanalle esitetdan kysymykset neljan
tapahtuman todennakoisyyksisté, joihin se antaa seuraavat vastaukset:

e A : Huomenna on pouta —0.5
e B : Ylihuomenna on pouta —0.6

e (' : Molempina paivind on pouta —0.4

21 Aidon frekvenssin arviointi yhden tapahtuman perusteella on mahdotonta.
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e D : Ainakin toisena paivana on pouta —0.8

Ovatko etanan antamat subjektiiviset todennékoisyydet todella todennékoisyyksié, eli
noudattavatko ne todennikoisyyden aksioomia?

Huomataan, ettd AN B = C ja AU B = D, jolloin lauseen [2.27 (vi)-kohdan nojalla
pitaisi patea
P(AuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) <«
P(D)=P(A)+ P(B) - P(C) <«
0.8=05+0.6—-04=0.7,

mika ei selvisti pida paikkaansa. Néin ollen etanan subjektiiviset todennékoisyydet eivéit
noudata todennéakoisyyden aksioomia.

Huomaamme siis, etta kasitteen todennakoisyys voi tulkita monella eri tavalla, ja
kuten monissa muissa asioissa, yksi tulkintatapa ei ole yksiselitteisesti ylivertainen muihin
tulkintatapoihin ndhden. Nama yrittavit selittdéd ja mallintaa reaalimaailman ilmioité ja
ovat siten viistimittd jollain tavalla puutteellisia?

2.4 Harjoitustehtavia

1. Puinen kuutio, jonka sivutahkot on maalattu, sahataan 1000 yhta suureksi pikku-
kuutioksi. Kuutiot sekoitetaan ja niista valitaan umpimahkéan yksi. Mika on to-
dennékoisyys, etta siind on tasmélleen & maalattua tahkoa (k= 0,1,2,3)?

2. Kolikkoa heitetddn 3 kertaa. Mikéd on todennékoisyys, ettd saadaan
(a) tasan 1 kruuna,

(b) tasan 3 kruunaa,
)

(c) enintdén 2 kruunaa,

(d) pariton mééra kruunia?

3. Sekoitetusta korttipakasta nostetaan 5 korttia. Milla todennékoisyydella nostetuista
korteista 2 on kuvakortteja?

4. Korttipakka jaetaan kortti kerrallaan poydélle. Milla todennakoisyydella

(a) 14. jaettu kortti on dssd,

22Tjlastotieteiliji George Boxin kuuluisa lainaus ”all models are wrong but some are useful” kuvaa
tilannetta hyvin.
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10.

(b) ensimmaéinen &ssé tulee 14. kortin kohdalla?

. (Ross Exercise 2.5) Korttipakasta vedetdén neljé korttia. Milld todenndkoisyydella

kortit ovat

(a) eri maita,
(b) eri arvoja,

(c) seké eri maita, etté eri arvoja?

Laatikossa on 3 valkoista ja 5 mustaa palloa. Laatikosta nostetaan kolme palloa ta-
kaisinpanolla. Mill& todennékoéisyydella nostettujen pallojen joukossa on seké mustia
ettéd valkoisia palloja?

Edellisen tehtavin laatikosta poimitaan palloja ilman takaisinpanoa. Milla toden-
nakoisyydella kaikki valkoiset pallot poimitaan ennen ensimmaéistd mustaa palloa?

Heitetaan yhta tikkaa tavalliseen tauluun, jossa on 10 sisdkkéistéd rengasta, joista
saa 1-10 pistetta. 1 pisteen alueelle eli uloimpaan renkaaseen osuminen on 2 kertaa
todennékoisempdd kuin 2 pisteen alueelle (eli seuraavaksi sisempédén renkaaseen)
osuminen, 3 kertaa todennakoisempéa kuin 3 pisteen alueelle osuminen, ..., ja 10
kertaa todennédkoisempaé kuin 10 pisteen alueelle eli "hérédnsilmadn’ osuminen. Jos
oletetaan, ettd olemme niin taitavia heittédjia, ettd osumme varmasti tauluun, milla
todennakoisyydella saamme vahintaan 9 pistetta?

Olkoot P(A) = 0.6, P(B) = 0.4 ja P(ANB) = 0.2. Maarita seuraavien tapahtumien
todennéakoisyydet:

Oletetaan, ettd P(A) = 0.45 ja P(B) = 0.75, mita voit saoa luvusta P(AN B)?
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Luku 3

Ehdollinen todennakoisyys ja
riippumattomuus

Edellisessa luvussa maarittelimme todennékoisyyden matemaattisena kasitteena. Nyt ete-
nemme tarkastelemaan useita tapahtumia ja tapahtumien vaikutusta toisiinsa. Tarkeita
tassa luvussa esiteltyja késitteita ovat ehdollinen todenndakoisyys ja risppumattomuus. Mei-
té saattaa esimerkiksi kiinnostaa, milla todennakoéisyydella suosikkijoukkueemme etenee
kaksiosaisista pudotuspeleistd jatkoon, kun tieddmme, ettd ensimmainen ottelu paattyi
tasan. Tai saatamme haluta arvioida sateen todennékoisyytta aamupéivin aikana. Talloin
arvioomme saattaa vaikuttaa se, ettd huomaamme ulkona olevan synkén pilvisté.

Molemmissa edelld mainituista tilanteista on kyse ehdollisesta todennakoisyydesté.
Haluamme laskea todennakoisyyden suosikkijoukkueemme jatkoonpéaasylle ehdolla etta
ensimmadinen ottelu padttyi tasan, ja todennakoisyyden sateelle ehdolla etta saéd on pil-
vinen. Riippumattomuuden késite ja ehdollinen todennakoisyys kietoutuvat voimakkaasti
yhteen. Sddesimerkissé pilvinen sida epiileméttd vaikuttaa sateen todennakoisyyteen, jo-
ten pilvisyys ja sade eivit ole toisistaan riippumattomia tapahtumia. Sen sijaan edellisillan
ottelun lopputuloksen ei voida ajatella vaikuttavan tdmén paivan sateen mahdollisuuteen,
joten naita tapahtumia voidaan sanoa riippumattomiksi.

3.1 Ehdollinen todennakoisyys

Maaritelladén aluksi todennékoisyyslaskennassa monesti hyodyllinen ehdollisen todenna-
koisyyden késite. Ehdollista todennékoisyyttéa tarvitaan, kun haluamme laskea todenné-
koisyytta tilanteessa, jossa meilld jo on jotain osittaista tietoa tapahtuman lopputulok-
sesta. Toisaalta ehdollisen todennéakoéisyyden avulla on usein helpompaa laskea haluttuja
todennakoisyyksia myos, vaikka mitaan osittaista tietoa ei edes olisi tarjolla.
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Maéiritelmé 3.1. Ehdollinen todenndkdisyys]| Olkoot A ja B tapahtumia siten ettd
P(B) > 0. Tapahtuman A todenndkoisyys ehdolla B (eli tapahtuman A todenndkoisyys,
kun tiedetddn, ettd B on tapahtunut) on

P(AB) = P(;l(;)B)

Voidaan my6s osoittaa, etta ehdollinen todennékoisyys P(A|B) toteuttaa todennakoi-
syyden aksioomat (2.15)). Taméa mahdollistaa kaikkien todennékdisyyden laskusééntéjen
soveltamisen myo6s ehdolliselle todennakoisyydelle.

Tarkastellaan seuraavaksi ehdollista todennéakoisyyttéa esimerkkien kautta.

Esimerkki 3.2. Kahden nopan heitto. Valitaan perusjoukoksi jalleen Q = {1,...,6}2, ja

todennakoisyydeksi
1

1
jolloin (£2, P) on symmetrinen tn-avaruus.

(i) Miké on tn tapahtumalle A: ”Silmélukujen summa on vahintédén 8”7

Laskemalla tapahtumalle A suotuisat alkeistapaukset saadaan

15
P(A) = —
(A4) = 35
(ii) Mika on tapahtuman A todennékoisyys ehdolla B : "Ensimméisen nopan silmaluku
on kuusi”?
Yhdistelmét, joilla kumpikin tapahtuma toteutuu, ovat (6,2), (6,3),(6,4),(6,5) ja
(6,6), joten
5
P(ANB)=—.

Siten ehdollisen todennékoisyyden kaavasta saadaan

P(A|B) = P(If(g)B) _ a0

Tieto siita, ettd ensimmaisen nopan silméaluku on kuusi, muutti siis huomattavasti arvio-
tamme tapahtuman A todennékoisyydesté.

Lengl. conditional probability
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Kirjoittamalla ehdollisen todennékoisyyden méaritelméa tulomuodossa saadaan kerto-
laskusddnto, jota kutsutaan myos todennékoisyyden ketjusdannoksi.

Lause 3.3. Kertolaskusddinti[] Olkoot A ja B tapahtumia ja P(B) > 0. Nyt
P(ANB) = P(A|B)P(B).

Todistus. Suoraan ehdollisen tn:n maaritelméasta saadaan:

P(ANB)
P(B)

P(ANB)= P(A|B)P(B).

P(A|B) =

]

Kertolaskusaanto on hyodyllinen tapahtumien leikkausten todennékoisyyksien lasken-
nassa. Itse asiassa ehdollinen todennékoisyys esiintyy sovelluksissa yleensa juuri kerto-
laskusdannon kautta. Kertolaskulaskusaénto yleistyy suoraan myos useammalle tapahtu-
malle.

Lause 3.4. Yleinen ketjusidnto. Olkoot Ay, ..., A, tapahtumia siten, etta P(A; N---N
A1) > 0. Nyt

P(AiN---NA,) =P(A)P(As|A1)P(A3]A1NAy) - P(A AN -~ N A, q)

= P(A) ] P(A] Nzt A)).

=2

Todistus. Induktiolla kertolaskusdannosta. ]

3.2 Kokonaistodennakoisyys ja Bayesin kaava

Joissakin tilanteissa satunnaiskoe voi saavuttaa saman lopputuloksen edeten useaa eri
reittia. Talloin puhutaan kokonaistodenndkoisyydestd. Tarkastellaan ensin havainnollista-
vaa esimerkKkié.

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan satunnaiskoetta, jossa ensin valitaan satunnaisesti yksi
kolmesta laatikosta, joissa on valkoisia ja mustia palloja seuraavan taulukon mukaisesti.

2engl. multiplication rule
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Laatikko Valkoiset Mustat

1 1 1
2 2 1
3 3 1

Valitaan sen jilkeen ensimméisessa vaiheessa valitusta laatikosta satunnaisesti yksi
pallo. Miké on tapahtuman A : "valittu pallo on valkoinen” todennékoisyys?

Tata satunnaiskoetta ei voi mallintaa symmetristen alkeistapauksien avulla, silla eri
pallojen todennékoisyydet poikkeavat toisistaan. Monissa tilanteissa tapahtumien ehdol-
liset todennékoisyydet on helpompi péaatella kuin ehdottomat todennakoisyydet. Niin tés-
sakin: kun merkitsemme B; : "valitaan i:s laatikko” kaikille ¢ € {1, 2,3}, tapahtuman A
ehdolliset todennékoisyydet ehdolla B; ovat:

PAIB) = 5. P(AIB) = 2 P(AIB) =
Koska laatikko valitaan satunnaisesti, P(B;) = % kaikille 7 € 1, 2, 3.

Valkoinen pallo voidaan nostaa kolmesta eri laatikosta, joten tapahtuma A voidaan
jakaa erillisiin toisensa poisulkeviin osiin A N By, AN By ja AN Bsz. Néiden todenné-
koisyydet saadaan kertolaskusdédnnosta, ja koska kyseiset tapahtumat ovat erillisid, A:n
todennakoisyys saadaan todennédkoisyyden additiviisuuden nojalla:

_ip AlB) <.+1.2+.)—
N 3 2 33 3 4) 36

Osoittautuu, ettéd vastaavaa paattelya voidaan soveltaa yleisemminkin: yleista tapaus-
ta kutsutaan kokonaistodenndkoisyyden kaavaksi. Maaritellaan ensin tarkemmin mita tar-
koittaa joukon, eli tapahtuman, ositus.

Maaritelma 3.6. Ositusﬂ Joukot By, ..., B, osittavat joukon X, eli muodostavat joukon
X osituksen, jos ne toteuttavat seuraavat ehdot:

(i) Ne ovat erillisia:
BiNB; =0 kaikille i # j.

(ii) Niiden yhdiste on koko tarkasteltava joukko

3engl. partition
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Todennékoisyyslaskennassa tarkeé erityistapaus on X = €, jolloin sanotaan, etta jou-
kot By, ..., B, ovat perusjoukon ositus.

Seuraavaksi voimme esittéda kokonaistodennakoéisyyden kaavan.

Lause 3.7. Kokonaistodenndkdoisyyden kacwa.E] Olkoon (2, F, P) tn-avaruus, A € F ta-
pahtuma, ja By, ..., B, € F perusjoukon ) ositus. Nyt

P(4) =3 P(B)P(A|B).

i=1
Todistus. Joukot (AN By),..., (AN B,) muodostavat joukon A osituksen, joten todenna-
koisyyden additiivisuuden ja kertolaskusddnnon nojalla

n n

P(A) =P (Q(A N BZ-)> =S P(ANB;) = P(B,)P(A|B).

i=1 i=1
O]
Kuva [3.1] havainnollistaa kokonaistodennakoisyyden kaavaa esimerkin [3.5]laatikoilla ja

palloilla. Mustan ja valkoisen pallon kokonaistodennakoéisyydet muodostuvat niihin joh-
tavien ehdollisten osapolkujen todennékoisyyksien summana.

1/3 A 12 @ P(musta)
o 12 O >. =1/3*12+1/3*1/3+ 1/3* 1/4
= 13/36
B 173 @
13 @0
O 213 O
\ P(valkoinen)
C /4 @ O =13*12+1/3%23+1/3* 3/4
1/3 .8 7 s
O 34 O

Kuva 3.1: Kokonaistodennakoisyyden kaava.

4engl. total probability rule
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Katsotaan esimerkin B.5] tilannetta seuraavaksi hieman eri ndkokulmasta.

Esimerkki 3.8. Jatkoa esimerkkiin [3.5] Oletetaan, etté koe suoritetaan verhon takana, eli
emme née mista laatikosta pallo on nostettu, vaan pelkdstaan nostetun pallon vérin. Pallo
on valkoinen, eli havaitsemme tapahtuman A. Mikd on nyt tapahtuman B; : ”Valittiin
ensimméinen laatikko” todennédkéisyys ehdolla A, eli mika on todennakoisyys sille, etta
pallo nostettiin laatikosta 1, kun tiedetdén etté nostettu pallo on valkoinen?

Ehdollisen todennékoisyyden maédritelméa ja kertolaskusaantoa soveltamalla saadaan:

_P(BinA) _ PBYPAB) 53 6
PBiA4) = P(A) P(A) IR

Vastaavasti voidaan laskea todennakoisyydet toiselle ja kolmannelle laatikolle:

1.2 8
P(By)A) = 3.3 = =
# 23
1.3 9
P(Bs|A) = 34 = =

Taméa paattely on esimerkki todennakoisyyden keskeisen laskusaannon, Bayesin kaa-
van kaytosta. Bayesin kaavaa voidaan soveltaa tilanteessa, jossa olemme havainneet ta-
pahtuman A, ja tieddmme tapahtuman A ehdolliset todennékoisyydet jonkin perusjoukon
osituksen suhteen:

P(A|B;) kaikille i€{1,...,n}.

Talloin Bayesin kaavan avulla saadaan laskettua tapahtumien By, ..., B, ehdolliset to-
dennékoisyydet ehdolla A:

P(B;|A) kaikille i€ {1,...,n}.

Bayesin kaava on nimetty brittildisen matemaatikon Thomas Bayesin mukaan ja sen
saa johdettua suoraan kokonaistodennidkoisyyden kaavasta 3.7l Bayesin kaavaan perustuu
toinen tilastotieteen merkittavista suuntauksista, bayesilainen tilastotiede.

Lause 3.9. Bayesin kaavaﬂ Olkoon A tapahtuma, jolle P(A) > 0, ja By,...,B, pe-
rusjoukon ositus. Jokaisen tapahtuman B; ehdollinen todenndkoisyys ehdolla A saadaan
Bayesin kaavasta:

P(B;)P(A|B;) P(B;)P(A|B;)

PO = ==y = S, P(AIB)P(B,)

Sengl. Bayes’ rule

30



Todistus. Kayttamalla ehdollisen todennakoisyyden méaritelméa ja kertolaskusadntos saa-
daan

P(ANB;)  P(B;)P(A|B;)

P(A) P4
Jalkimmaéainen muotoilu saadaan soveltamalla kokonaistodennédkoisyyden kaavaa nimitté-
jaan. O]

P(B;|A) =

Tarkastellaan viela klassista Bayesin kaavan sovellusta.

Esimerkki 3.10. Oletetaan, ettd harvinainen sairaus esiintyy 0.1 prosentilla viestosta, ja
ettd meilld on erittdin tarkka testi sen toteamiseksi. Testin sensitiivisyys, eli positiivisen
testituloksen todennakoisyys henkilélle, jolla on tutkittava sairaus, on 0.95. Testin spesifi-
syys, eli positiivisen testituloksen tn terveelle henkil6lle on 0.01. Miké on todennékoisyys,
ettéd testattavalla (satunnaisesti viestosta valitulla) henkil6lla on tutkittava sairaus, jos
testin tulos positiivinen?

Merkitaan tapahtumia S : "henkil6lla on tutkittava sairaus”, T': "henkilon testitulos
on positiivinen”. Tehtavinannosta saadaan seuraavat todennékoisyydet:

P(S) = 0.001

P(SY) =0.999

P(T]5) =09
P(T|S¢) = 0.0

Tapahtumat S ja S osittavat perusjoukon, joten todennikéisyys, ettd henkild on sairas
ehdolla etté testitulos on positiivinen, saadaan Bayesin kaavasta:

P(S)P(T]5)
P(S)P(T|S) + P(SC)P(T|S°)
B 0.001 - 0.95
~0.001-0.95+0.999 - 0.01

P(SIT) =

~ 0.087.

Todennékoisyys, etta positiivisen testituloksen saanut henkil6é on oikeasti sairas, saa-
tiin siis tutkimalla, mika on odotettu oikeiden positiivisten (positiivinen testitulos sairaal-
le) osuus kaikista positiivisista testituloksista, eli yhteenlasketuista oikeista positiivista ja
vaarista positiivista (positiivinen testitulos terveelle) testituloksista.

Sairaiden pieni odotettu osuus positiivisen testituloksen saaneista selittyy tietenkin
sairaiden pienella osuudella vaestosta: testin tarkkuudesta huolimatta on huomattavasti
todennakoisempad, ettéd satunnaisesti vaestosté valittu testihenkilo on terve ja saa posi-
tiivisen testituloksen, kuin ettd henkilo on sairas ja saa positiivisen testituloksen.
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3.3 Tapahtumien riippumattomuus

Intuitiivisesti lienee selvaa, mita rigppumattomilla tapahtumilla tarkoitetaan. Muistellaan
esimerkiksi luvun alussa mainittua esimerkkid saasta ja urheiluottelun lopputuloksesta.
Kahden tapahtuman sanotaan olevan riippumattomia, jos yhden tapahtuminen ei vaiku-
ta toisen tapahtumiseenﬁ. Esimerkkeja téallaisista tapahtumista voi keksia lukemattomia:
perakkaisten arvontojen lottorivit, vuoden keskilampdétila ja jadkiekon padsarjatason lop-
putulokset, yksittdisen viljelijin perunasato ja Suomessa syntyneiden lasten maéra, jne.
Riippumattomuuden oletusta kaytetaan hyvin yleisesti todennakoisyyslaskennan sovel-
luksissa esimerkiksi tilastotieteessé, joten sen késite on tarked ymmaértda. Oletuksissa on
myos syyta olla tarkkana, silla kaikki asiat eivat valttdamatta ole riippumattomia, vaik-
ka voivat silta vaikuttaa. Lukija voi esimerkiksi yrittda perustella itselleen, ovatko luvun
alussa mainittujen kaksiosaisten pudotuspelien tulokset riippumattomia toisistaan.

Maaritelma 3.11. (Kahden tapahtuman) rz'ippumattomuus.m Tapahtumia A ja B kutsu-
taan riippumattomiksi, jos

P(ANB) = P(A)P(B).
Talloin merkitaan A 1l B.

Tapahtumien riippumattomuus voidaan yhtéapitavasti esittad myos ehdollisen toden-
nakoisyyden avulla, kuten seuraavasta lauseesta nahdaéan. Tapahtuma A on siis riippu-
maton tapahtumasta B, jos ehdollistaminen B:lla ei muuta sen todennakdisyytta; toisin
sanoen tieto siita, ettd B on tapahtunut, ei muuta arviotamme A:n todennékoisyydesté.

Lause 3.12. Olkoot tapahtumat A ja B siten ettd P(B) > 0. Nyt A 1L B jos ja vain jos
P(A|B) = P(A).

Todistus. ”=-": Ehdollisen tn:n méaritelmésta saadaan tapahtumien A ja B riippumat-
tomuuden nojalla:
P(AnB) P(A)P(B)

P(A[B) = PB) P = P(A).

7«<": Kertolaskusdannon ja oletuksen nojalla:

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).

6tapahtumisen todennikoisyyteen
“engl. independence
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Huomautus 3.13. Tassa vaiheessa lukijan olisi syyta tarkistaa, ettd ymmartaa, mita
eroa on tapahtumien riippumattomuudella ja erillisyydelld)

Havainnollistetaan seuraavaksi riippumattomuuden késitetta esimerkeilla.

Esimerkki 3.14. Esimerkki riippumattomista tapahtumista ja tapahtumista, jotka eivéit
ole riippumattomia.

(i)

Heitetddn kahta noppaa, jolloin perusjoukko on jilleen Q = {1,2,...,6}2 Tapah-
tumien A : "Ensimmaisen nopan silmaluku on 6” ja tapahtuman B : "toisen nopan
1

silmiluku on kuusi” todennékéisyydet ovat P(A) = ¢ ja P(B) = ¢. Toisaalta vain

alkeistapaus (6,6) toteuttaa kummankin néistd tapahtumista, joten

1 1 1
P(ANB)=—=---=P(A)P(B).
(ANB) = - = <+ = = P()P(B)
Tapahtumat A ja B ovat siis riippumattomia eli ensimmaéisen nopan silméaluku ei
vaikuta toisen nopan silmalukuun.

Nostetaan kaksi korttia pakasta palauttamatta ensimmaiseksi nostettua korttia va-
lilld takaisin pakkaan. Perusjoukoksi voidaan valita korttipakan 2-permutaatiot, eli
kahden alkion jarjestetyt jonot. Seké tapahtuman A : "Ensimmaiseksi nostettu kort-
tion dssa”, etta tapahtuman B : "Toiseksi nostettu kortti on assd” tn on perusjoukon
symmetrian nojalla

451 1 51-4

PA)=——=—=——=P(B).

52-51 13  52-51
Mahdollisia yhdistelmia, joissa seké ensimmaéinen, etta toinen nostettu kortti ovat
assid, on 4 - 3, joten tapahtumien A ja B leikkauksen todennékéisyys on

4-3 1 1

P(ANB)= —— = — 4
( )= 55 T 217 169

joten tapahtumat A ja B eivat ole riippumattomia.

= P(A)P(B),

Néhdaan myos, ettd todennakoisyys nostaa toisella kortilla dssé, jos ensimméinen
nostettu kortti oli &ssa on

_P(ANB) g 1 1
P(B|A)_W_%_T7#T3_P(B).

Siis tieto siita, onko ensimmaisella kortilla nostettu assa, vaikuttaa todennakoisyy-
teen, etté toisella kortilla nostetaan assa.

8mm. luvun taulukko joukko-opin merkintéjen tulkinnasta tn-laskennassa
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Seuraava tulos on intuitiivinen seuraus riippumattomuuden méaéritelmésta.

Lause 3.15. Komplementin riippumattomuus. Jos tapahtumat A ja B ovat riippumatto-
mia, myds tapahtumat A ja B ovat riippumattomia.

Todistus. Oletetaan, etti A 1L B. Koska A = (AN B)U (AN BY), ja joukot AN BY ja
AN B ovat selvisti erillisié,

P(A)=P(ANB)+ P(ANBY) = P(A)P(B) + P(ANBY) <

P(AN BE) = P(4) - P(A)P(B) = P(A)[1 - P(B)] = P(A)P(5°),

eli A 1L BC. O

Riippumattomuuden maéritelma yleistyy myos useammalle kuin kahdelle tapahtumal-
le. Talloin vaaditaan, ettéd kaikkien mahdollisten tarkasteltavien tapahtumien keskinaisten
leikkausten todennékoisyydet saadaan niiden todennakoisyyksien tulona.

Maaritelma 3.16. Usean tapahtuman riippumattomuus. Tapahtumia A;, ..., A, kutsu-

taan riippumattomiksi, jos
P(ﬂAi) = HP(Ai)'

iel iel
kaikille indeksijoukoille I C {1,...,n}. Talloin merkitaan Aq,..., A, L.
Esimerkiksi kolmelle tapahtumalle A, B ja C' riippumattomuus tarkoittaa, etta tapah-
tumat ovat pareittain riippumattomia, eli etta
P(ANB)= P(A)P(B)
P(ANnC)=P(A)P(C)
P(BNC)=P(B)P

g

ja lisaksi, etta
P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C).

Huomautus 3.17. Useamman kuin kahden tapahtuman riippumattomuuteen vaaditaan
siis, ettd kaikki yll4 mainitut riippumattomuudet toteutuvat. Siité, etti tapahtumat A, B
ja C ovat pareittan riippumattomia toisistaan, ei vilttaméattéa seuraa, ettd P(ANBNC) =

P(A)P(B)P(C).
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Esimerkki 3.18. Heitetdan kahta noppaa. Merkitaan

A: "noppien silmélukujen summa on 77,
B: 7ensimmaéisen nopan silméluku on 37,

C': "toisen nopan silméluku on 4”.

Selvastikin esimerkin perusteella tapahtumat B ja C' ovat riippumattomia. Tarkastel-
laan nyt tapahtumaa A. Jos ensimmaéisen nopan silméluku on k£ € {1,...,6}, niin toisella
nopanheitolla tulee saada 7 — k, jotta noppien silmélukujen summa olisi 7. Huomataan,
ettd 7 — k € {1,...,6}, jolloin riippumatta ensimméisen nopan silméaluvusta, toisella no-
palla on mahdollista saada sellainen silméluku, etta silmalukujen summa on 7 ja tdman
todennékoisyys on é. Téman voi tarkistaa mm. esimerkin m (7i)-kohdan taulukosta.
Siis P(A) = &. Nyt
1 11

P(AQB)—%—B-E
eli tapahtumat A ja B ovat riippumattomia. Samoin voidaan osoittaa, ettd tapahtumat
A ja C ovat riippumattomia. Nyt kuitenkin huomataan etta tapahtuma A N B voitaisiin
muotoilla my6s: “ensimmaisen nopan silmaluku on 3 ja toisen 47, jolloin siis AN B =
BN C, mista seuraa, etta

= P(A)P(B),

P(ANBNC)=P(ANnB)NC)=P(BNC)NC)=P(BNC) =
mutta toisaalta
111 _ 1
6 6 6 216
eli

P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C)

jolloin tapahtumat A, B ja C eivit ole riippumattomia.

3.4 Toistokokeet

Joskus on mielekasta tarkastella tilannetta, jossa haluamme toistaa tiettyé satunnaiskoet-
ta n kertaa. Rajoitamme tilanteen siten, ettd tarkastelemme vain sellaisten satunnaisko-
keiden toistoa, jotka ovat riippumattomia toisistaan. Lisdksi kiinnitdmme yksinkertaisuu-
den vuoksi huomiota yksittédisessa kokeessa vain siihen, sattuuko joku tietty tapahtuma
A vai ei. Jos merkitsemme P(A) = p, P(A°) =1 —p = ¢, ja edelleen jos

By = 7 A tapahtuu vain ja ainoastaan k kertaa”,
voimme laskea todennékoisyyden P(By).

Ennen toistokokeen maéarittelyé, tarkastellaan yksinkertaista esimerkkia.
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Esimerkki 3.19. Tarkastellaan tilannetta, jossa haluamme toistaa yhden nopan heittoa
5 kertaa ja olemme kiinnostuneita silmaluvun 6 ilmentymista. Nyt P(A) ="kutonen”, ja
B ="viidesté heitosta saamme 3 kutosta” Lisdksi p = 1/6 ja ¢ = 5/6. b-kertaista tois-
tokoetta kuvailevan todennékoisyysavaruuden alkeistapauksiksi valitsemme kaikki jonot
(w1, wa, ..., ws), missi w; € {A, A} kaikilla 7 € {1,2,3,4,5}.

Koska erilliset toistot ovat toisistaan riippumattomia, kunkin sellaisen jonon todenné-
koisyys, misséd saamme kutosia 3 kappaletta ja ei-kutosia 2 kappaletta, on

v =(5) (5)
6 6/
Tamén lisdksi tillaisia jonoja (eli mahdollisia tapahtumajérjestyksia, missa saamme 3
kutosta) on yhteensé (g) kappaletta. Edelleen tuloperiaatteen nojalla

P(By) = @ (é)g(g)z ~ 0.032.

Yleisesti toistokoe ja siihen liittyvéd todennakoisyys P(By) kiyttaytyy seuraavasti:

Lause 3.20. Toistokoe. E| Merkitian P(A) = p. Tdlloin n-kertaisessa toistokokeessa ta-
pahtuman By =" A tapahtuu tasan k kertaa” todenndkdisyys on

P(By) = (Z)pkq”"“,

missi k=0,1,....n jaqg=1—p.
Todistus. Todistus kuten esimerkissa [3.19 O

Muistellaan téssa vilissd otantaa [2.1.1 Huomataan, ettd otannassa takaisinpanolla
suoritetaan perakkéisié, toisistaan riippumattomia satunnaiskokeita. Nain ollen toistokoe
soveltuu todennékoisyyksien laskemiseen otanta takaisinpanolla -tyylisissé tilanteissa.

Esimerkki 3.21. Jatkoa esimerkin (i1)-kohdalle. Otanta takaisinpanolla -tyylinen
tilanne voidaan tulkita n-kertaiseksi toistokokeeksi, missd A ="satunnaisesti valittu pallo
on valkoinen”, ja edelleen p = K/N lauseen merkinnoin.

Laatikossa on 5 valkoista ja 3 mustaa palloa. Nostetaan laatikosta 4 palloa palauttaen
nostojen valilla pallot takaisin laatikkoon. Milla todennakoisyydelld nostetaan tasan 2
valkoista palloa?

Yengl. Bernoulli trial / binomial trial
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Merkitdaan By : "nostetaan yhteensa k valkoista palloa.” Nyt p = % ja lauseen m

nojalla
4\ /5\2/3\*2
P(By) = -] (= ~ 0.3296
(B2) <2> (8) <8> ’

mikéd on sama vastaus, kuin minké esimerkissa [2.10] ratkaisimme.

Toistokokeita voidaan mallintaa binomijakaumalla, johon tutustutaan tarkemmin kap-
paleessa [4.1.3]

3.5 Harjoitustehtavia

1. Heitetddn kahta noppaa. Mikéd on todennéakoisyys, ettd vahintaén toinen saatu sil-
méluku on 6 ehdolla, ettd saadaan eri silméluvut?

2. Oletetaan, ettd A C B. Ilmaise seuraavat tapahtumat mahdollisimman yksinkertai-
sesti:

a) P(A|B)
(A|B)
(BlA)

(B|A)

o

o

) P
) P
) P
d) P

3. Laatikossa on 6 punaista ja 9 valkoista palloa. Kokeessa laatikosta nostetaan 3 palloa
ilman takaisinpanoa, laske seuraavat todennakoisyydet:
a) kaikki ovat punaisia ehdolla, etté ainakin yksi on punainen,
b) kaikki ovat punaisia ehdolla, ettd kaikki ovat samanvérisié,
¢) saadaan 1 punainen ja 2 valkoista ehdolla, etta kaikki pallot eivit ole samanva-
risia.
4. Heitetdaédn kahta noppaa. Olkoon A: "silmélukujen summa on 6” ja B: ”1. nopan sil-

méluku on 4”. Onko A L B? Perustele kdyttden riippumattomuuden méaritelméa.

5. Heitetaén reilua kolikkoa kaksi kertaa. Maaritellidn tapahtumat A, B ja C seuraa-
vasti:

e A: Ensimmaisella heitolla saadaan kruuna

e B: Toisella heitolla saadaan kruuna
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e C: Molemmilla heitoilla saadaan sama puoli

Osoita, ettd A, B ja C' ovat pareittain riippumattomia, mutta eivit riippumattomia.
(Eli, ettda A 1L B, A 1l C'ja B 1L C, mutta A, B ja C' eivit ole riippumattomia)

. Rouva K on toissa kansallisen pankkilaitoksen rahapainossa. Tyopaivan paatyttya
kaikki tyontekijat joutuvat satunnaistarkastukseen, siten ettd todennakoisyys joutua
tarkastetuksi on 0.03. Laske tn sille, ettd Rouva K joutuu tyoviikon (= 5 péivaa)
aikana tarkastukseen

a) tasan kerran,
b) ainakin kerran,

¢) useammin kuin kerran.

. Laatikossa A on 2 valkoista ja 3 mustaa palloa, laatikossa B 1 valkoinen ja 4 mustaa

palloa ja laatikossa C 5 valkoista ja 2 mustaa palloa. Nostetaan yksi pallo siten, ettéa

valitaan ensin todennakoéisyydella % laatikko A, todennakoisyydella % laatikko B ja
1

todenndakoisyydella ¢ laatikko B, ja nostetaan taméan jélkeen valitusta laatikosta

umpimahkéan yksi pallo. Milld todennékoisyydella nostettu pallo on valkoinen?

. Vanhoilla paivilladn nakokykynsa menettanyt Robin Hood ampuu jousella ja hdnen
lapsenlapsensa ilmoittaa, onko laukaus osunut tauluun vai ei. Th, ettd Robin osuu
on 0.3 ja tn, ettd lapsenlapsen ilmoitus on virheeton on 0.8. Mika on tn, ettd Robin
on osunut lapsenlapsen néin ilmoittaessa?

a8



Luku 4

Satunnaismuuttujat

Olemme jo aiemmin kurssilla tarkastelleet satunnaiskokeita ja niiden mahdollisia lopputu-
loksia. Monissa tilanteissa olemme kiinnostuneita jostakin satunnaiskokeen tuloksen funk-
tiosta ennemmin kuin itse tuloksesta. Tamé tarkoittaa sitd, etta esimerkiksi kahta nop-
paa heitettiessd meitéd saattaa kiinnostaa noppien silmélukujen summa enemmaén kuin se,
misté luvuista summa muodostutll Vastaavasti kolikonheitossa meité saattaa kiinnostaa
kruunien osuus sadasta heitosta enemmaéan kuin se nimenomainen kruuna-klaava-jono, jo-
ka satutaan saamaan. Téllaisissa tilanteissa meidan kannattaa mallintaa satunnaiskoetta
satunnaismuuttujan avulla.

Esimerkiksi monissa esimerkeissimme késitelty yksittaisen nopanheiton silméluku on
satunnaismuuttuja, vaikka sité ei toistaiseksi kurssilla ole sellaisena esitetty. Satunnais-
muuttujan maaritteleminen on kuitenkin tarkeaa, silla sen kautta paastaan hyodyntaméaan
tarkeita kasitteita, kuten jakaumia ja niiden odotusarvoa seka hajontaa, ja mallintamaan
lukuisia erilaisia tilanteita matemaattisesti.

Satunnaismuuttujaksi kutsutaan satunnaiskokeeseen liittyvaa funktiota, joka liittaa
jokaiseen satunnaiskokeen mahdolliseen tulokseen, eli alkeistapaukseen, jonkin reaalilu-
vun. Satunnaismuuttuja on siis numeerinen muuttuja, jonka arvo maardaytyy satunnais-
kokeen lopputuloksen mukaan. Téassa luvussa kasitellian satunnaismuuttujien erikoista-
pauksia, diskreettejd satunnaismuuttujia. Maaritelladn aluksi satunnaismuuttujan ja dis-
kreetin satunnaismuuttujan késitteet, ja havainnollistetaan tdmén jélkeen diskreetin sa-
tunnaismuuttujan kasitetta esimerkeilla.

Maaritelma 4.1. Satunnaismuuttuja (lyh. sm. )E] Olkoon (€2, F, P) tn-avaruus. Funktio-
taﬁ X : Q — R kutsutaan satunnaismuuttujaksi.

I Meille olennaista on siis tieto siité, ettd silmélukujen summa on 6, eiké se, muodostuuko timé summa
silméluvuista 2 ja 4, 1 ja 5 vai 5 ja 1, jne...

2engl. random variable, r.v.

3Tama médritelms riittdd hyvin timén kurssin tarpeisiin, mutta mainittakoon ettd tarkemmin ot-
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Joskus kdytdmme satunnaismuuttujasta lyhennettyd merkintaa X (w) = X.

Huomautus 4.2. Téssa vaiheessa lukijan on syyta huomata, ettd nimestaan huolimatta
satunnaismuuttuja ei ole tarkalleen ottaen satunnainen eikd muuttuja.

Maaritelma 4.3. Diskreetti satunnaismuuttuja. E] Tn-avaruuden (€2, F, P) satunnais-
muuttujaa X : 2 — R kutsutaan diskreetiksi satunnaismuuttujaksi, jos sen arvojoukko
X () on numeroituva, eli darellinen tai numeroituvasti dareton.

Tama tarkoittaa siis sita, etta satunnaismuuttujan mahdolliset arvot voidaan edes teo-
riassa luetella. Diskreetteja satunnaismuuttujia ovat esimerkiksi nopanheiton lopputulos
(jonka mahdolliset tulokset ovat 1, ..., 6) tai maapallon vikiluku tiettynd ajanhetkena
(mahdollisia arvoja ovat kaikki luonnolliset luvut 0,1,2,...).

Esimerkki 4.4. Tarkastellaan kolmea yksinkertaista esimerkkié diskreetista satunnais-
muuttujasta.

(i) Yhden nopan heitto. Maaritelladn perusjoukolle Q = {1,2,3,4,5,6} satunnaismuut-
tuja X : Q - R, X(w) = w. Satunnaismuuttuja X siis kuvaa heitetyn nopan sil-
malukua. Esimerkiksi joukko {X(w) = X = 3} kuvaa tapahtumaa, jossa heitetty
noppa saa silmaluvun kolme.

Taméan satunnaismuuttujan arvojoukko on X (Q) = {1,2,3,4,5,6}, joten kyseesséi
on diskreetti satunnaismuuttuja.

(ii) Kahden nopan heitto. Maaritelldéan perusjoukolle Q = {(a,b) : a,b € {1,2,3,4,5,6}}
satunnaismuuttuja Y (w) = Y(a,b) = a + b. Satunnaismuuttuja Y kuvaa nyt heitet-
tyjen noppien silmélukujen summaa.

Satunnaismuuttujan Y arvojoukko on Y (Q) = {2,3,...,12}, joten kyseessé on myos
diskreetti satunnaismuuttuja.

(iii) Heitd sikaa (vrt. esimerkki [2.24]). Olkoon perusjoukko Q = {wy,...,ws} seuraavilla
todennakoisyyksilla.

taen yleisissé tapauksissa funktiolta X vaaditaan, ettd se on Borel-mitallinen, eli ettd jokaisen riittavéan
Borel-joukon, eli karkeasti sanottuna riittavan saénnoéllisen joukon, kuten vélien ja vilien numeroituvien
yhdisteiden ja leikkausten, alkukuva on perusjoukon tapahtuma, eli etti X ~}(B) € F kaikille riittévin
'siisteille’ B C R.

‘engl. discrete random variable
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Nimi Asento Pisteet P(w;)

wy  Siankylki Kyljellaéan 0 p. 0.651

wy  Sianselka Selallaan 5 p. 0.225

w3 Tavallinen sika Jaloillaan 5 p. 0.088
. Etujalkojen ja kérsan

wy Siansyltty vATAssA 10 p. 0.030

ws Etupotka Toisen korvan ja 15 p. 0.006

etujalan varassa

Maaritelladn satunnaismuuttuja Z : 0 — R kunkin perusjoukon alkion, eli sian
laskeutumisasennon, tuottamaksi pisteméadraksi; esimerkiksi Z(w;) = 0. Satunnais-
muuttujan Z arvojoukko on Z(2) = {0,5,10, 15}, eli kyseesséd on myos diskreetti
satunnaismuuttuja.

Tapahtumaa, ettd satunnaismuuttuja X saa arvoja joukosta B € R merkitadn seuraa-
vasti:

{XeB}={weQ: X(w) e B}

Talloin todennakoisyytta sille, ettd satunnaismuuttuja saa arvoja joukosta B voidaan
merkita jollain seuraavista tavoista:

P(X € B)=P{X € B} = P({X € B}) = P{w € Q: X(w) € B}).

J z'illeenﬂ toiset sisakkaisisté sulkeista yleensa tiputetaan pois merkinnoista. Télla kurssilla
sovelletaan jatkossa merkintaa P(X € B).

Esitellaan seuraavaksi kasitteet jakauma ja pistetodenndkdoisyysfunktio. Maéritellddn
ensin nama kasitteet ja havainnollistetaan sen jalkeen esimerkkien avulla, mita ne kay-
tannossa tarkoittavat.

Satunnaismuuttujan mahdollisten arvojen todennékoisyyksid kuvataan satunnaismuut-
tujan jaukaman avulla. Satunnaismuuttujan jakauma ja sen maaradva pistetodennékoi-
syysfunktio kertovat, milld todennékoisyydelld satunnaismuuttuja mitakin arvoja saavut-
taa, eli kuinka todennékoinen satunnaiskokeen kukin lopputulos on. Samalla tavoin kuin
todennékoisyys on joukkofunktio, joka on mééritelty perusjoukon osajoukoille eli tapahtu-
mille, satunnaismuuttujan jakauma on joukkofunktio, joka on maéritelty satunnaismuut-
tujan arvojoukon osajoukoille.

5yrt huom. 2.5
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Misritelmé 4.5. Satunnaismuuttujan jakaumall] Olkoon X : Q — R satunnaismuuttu-
ja. Satunnaismuuttujan X jakauma on joukkofunktio

Px := P(X € B),
joka on maaritelty kaikille satunnaismuuttujan X arvojoukon riittévan siisteilleﬂ osajou-
koille B C X ().

Huomautus 4.6. Voidaan osoittaa, ettd satunnaismuuttujalle X sen jakauma Px to-
teuttaa todenndkoisyyden aksioomat (TN1-TN3), ja siten méaarittda todenndkoisyyden
satunnaismuuttujan arvojoukossa. Tamaéan takia monissa kdytdnnon sovelluksissa alku-
peraistd todennakoisyysavaruutta ja perusjoukkoa ei tarvitse erikseen maédritelld, vaan
puhutaan yleensad pelkastadn satunnaismuuttujasta ja sen jakaumasta. Voidaankin aja-
tella, ettd perusjoukko on satunnaismuuttujan arvojoukko X (), tapahtumat ovat sen
osajoukkoja ja etta todennédkoisyys on satunnaismuuttujan jakauma Py.

Maaritelma 4.7. Pistetodenndkdisyysfunktio (lyh. ptnf )ﬁ Satunnaismuuttujan X : Q —
R pistetodennakoisyysfunktio on funktio f : R — R, jolle

f(z) = P(X =2z) kaikille z € R.

Pistetodennékoéisyysfunktio on periaattessa méaritelty kaikille reaaliluvuille, mutta sen
arvo on nolla satunnaismuuttujan X arvojoukon ulkopuolellaﬂ:

f(z) =0 kaikille z ¢ X(Q).

Useampia satunnaismuuttujia késiteltdessa satunnaismuuttujaa, jonka ptnf on kyseessa,
merkitddn usein sekaannusten valttamiseksi alaindeksilla:

fx(x)=P(X =x).

Huomautus 4.8. Pistetodennakoisyysfunktio siis kertoo sen tapahtuman todennékoi-
syyden, etta satunnaismuuttujan X arvo on zﬂ

flz)=P(X =2)=PHweQ: X(w)=2x}).

Sengl. probability distribution

"Jalleen tarkemmin reaalilukujen Borel-joukoille.

8engl. probability mass function, pmf

9Tama tarkoittaa sitd, ettd tapahtuma, jossa satunnaismuuttuja saavuttaa arvojoukkonsa ulkopuolisen
arvon (esim. yhden nopan heitossa saataisiin silméluvuksi 7) on mahdoton.

10T4mén asian hahmottamiseen auttaa intuitiivisesti seuraavanlainen tilanne: teemme satunnaiskokeen,
ja oletamme etta satunnaiskokeen tulos noudattaa satunnaismuuttujaa X. Talloin ennen satunnaiskokeen
tekemista luku X on vield tuntematon eli satunnainen. Vastaavasti voimme merkité, ettd luku x on tdméan
satunnaiskokeen tulos eli satunnaisilmion realisoitunut arvo eli se arvo, jonka onnetar on paattanyt meille
suoda. Télloin pistetodennikoisyysfunktio f(z) kuvaa todennikoisyytta sille, ettd vield arpomaton luku
X realisoituu satunnaiskokeessa luvuksi z, toisin sanoin P(X = ).
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Kun (92, F, P) on alkuperiinen tn-avaruus, niin {X = z} € F, ja ylla oleva P on alkupe-
riaisen tn-avaruuden todennakoisyys. Ptnf siis antaa satunnaismuuttujan arvojen toden-
nakoisyydet alkuperéisen perusjoukon tapahtumien todennakéisyyksina.

Diskreetin satunnaismuuttujan, kuten aiemmin diskreetin tn-avaruuden (vrt. lause
, tapauksessa tilanne yksinkertaistuu siten, ettd arvojoukon pisteiden todennakoi-
syydet madrittavit satunnaismuuttujan jakauman yksikésitteisesti, ja tapahtumien to-
dennakoisyydet saadaan yksittaisten arvojen todennakoisyyksien summanas

Lause 4.9. Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja ja f sen ptnf. Nyt f mddrid satun-
naismuuttujan X jakauman kaavalla

P(X € B)= Y f(a).

zeB

Todistus. Harjoitustehtiva. Kokonaistodennédkoisyyden kaavasta kayttamalla perusjou-
kolle Q = {x1, 25, ...} ositusta

[X ¢ X} {X = a1}, {X =2},

Havainnollistetaan seuraavaksi dsken méaariteltyjéa késitteitd esimerkkien avulla.

Esimerkki 4.10. Jatkoa esimerkille [4.4l M&aritelldan edellisen esimerkin satunnaismuut-
tujien pistetodennakoisyysfunktiot.

(i) Yhden nopan tapaus. Oletetaan symmetrinen perusjoukko, eli ettd kaikkien perus-
joukon alkoiden tn on

fx(z) =P(X =2)=P(z) = (15 kaikille z € X(Q).

Liséksi f(z) = 0 kaikille z ¢ X () = {1,2,...,6}; monesti tisté ei erikseen mainita.

Pistetodennékoisyysfunktion maérittelemia jakaumia voidaan graafisesti havainnol-
listaa kuvaajalla, jossa x-akselilla on satunnaismuuttujan X arvojoukon alkiot z;
ja y-akselilla vastaavat todenndkoisyydet P(X = x;). Télloin satunnaismuuttujan
pistetodennékoisyysfunktion kuvaaja nayttda yhden nopan tapauksessa seuraavalta:
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Silmaluku x

Todenndkdisyys f(x)

Kuva 4.1: Yhden nopan heittotuloksen jakauma.

(ii) Kahden nopan tapaus. Oletetaan jélleen symmetrinen perusjoukko, eli ettéd kaikkien

perusjoukon alkoiden tn on
1
Plw)=—.
(W) =55

Nyt pistetodennédkoisyydet saadaan laskemalla satunnaismuuttujan arvoille suotui-
sat alkeistapaukset:
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y  Suotuisat alkeistapaukset fr(y)
2 (1,1) 1/36
3 (1,2),(2,1) 2/36
4 (1,3),(2.2),(3,1) 3/36
5 (1,4),(2,3),(3,2), (4,1) 4/36
6 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 5/36
7 (1,6),(2,5),(3,4), (4,3), (5,2),(6,1) 6/36
8 (2,6),(3.5),(4,4),(5,3), (6,2) 5/36
9 (3,6),(4,5),(5,4), (6,3) 4/36
10 (4,6),(5,5), (6,4) 3/36
11 (5,6),(6,5) 2/36
12 (6,6) 1/36

Kahden nopan tapauksessa pistetodennédkoisyysfunktion kuvaaja on esitetty alla.
Kuvaajasta nahdéan esimerkiksi, ettd luku 7 on kaikista todennékoéisin summa kah-
den nopan silméaluvuille.

20%-

15%-

10%-

X II II

00/0_. .
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Silmalukujen summa x

Todennakdisyys f(x)

Kuva 4.2: Kahden nopan silmélukujen summan jakauma.
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(iii) Heita sikaa -tapaus. Satunnaismuuttujan pistetodennékoisyydet saadaan jélleen las-
kemalla yhteen kunkin satunnaismuuttujan arvon tuottavien perusjoukon alkioiden

todennakoisyydet:
; Suotuisat Asento F4(2)
alkeistapaukset 4
0 w Siankylki 0.651
5 wo,ws Sianselka, Tavallinen sika  0.313
10 wy Siansyltty 0.030
15 ws Etupotka 0.006

60% -
=
o

2 40%-
0
=]
e
Tu]
c
c
©
h=]
=)
'_

20%-

[
0% -
0 3 10 15

Heitosta saadut pisteet x

Kuva 4.3: Yhden sian heiton tuomien pisteiden jakauma.

Edellisten esimerkkien tapauksessa huomattiin, etté kaikkien tarkasteltujen satunnais-
muuttujien ptnf:t summautuivat ykkoseksi. Tama patee myos yleisesti:

Lause 4.11. Pistetodenndkdisyysfunktion ominaisuuksia. Olkoon X : 0 — R diskreetti
satunnaismuuttuja. Sen ptnf:lle f pdtee:
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(i) f(z) >0 kaikille x € R
(ii) jos f(x) >0, x € X(Q) ={z1,29...}, eli x kuuluu X :n arvojoukkoon.
(i) 372 f (i) =

Voidaan osoittaa, ettd namé ehdot patevat myos toiseen suuntaan, eli ettéd jokainen
ei-negatiivinen funktio f : R — R, joka saa positiivisia arvoja vain darellisessa tai nume-
roituvasti darettomasséd joukossa ja summautuu kaikkien indeksiensé yli ykkokseksi, on
jonkin diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennédkoisyysfunktio.

Pistetodennékoisyysfunktiosta voidaan johtaa satunnaismuuttujan kertymdfunktio. Sii-
na missa ptnf kertoo, kuinka todennakoistda on satunnaiskokeessa saavuttaa tasan jokin
lopputulos, kertyméafunktio kuvaa, kuinka todennékoistéd on, ettd saavutetaan korkein-
taan tietyn suuruinen arvo. Esitetdan seuraavaksi kertyméfunktion ja diskreetin kerty-
méfuntion méaritelmét.

Maaritelma 4.12. Kertymdfunktio (lyh. kf). EI Satunnaismuuttujan X kertyméafunktio
on funktio F': R — R, jolle

F(z) = P(X <z) kaikille z€R.

Maaritelma 4.13. Diskreetti kertymdfunktio@ Diskreetin satunnaismuuttujan X kerty-
méfunktio (lyh. kf) on funktio F': R — R, jolle pétee

Flz)=P(X<2)= Y PX=a)= > f(),

<z T <x

missa k € {0,1,2,...,x}. Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio saadaan siis
ptnfin f summana. Koska diskreetin sm:n arvojoukko on numeroituva, myos kyseinen
summa on numeroituva.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkia diskreetistd kertymafunktiosta.

Esimerkki 4.14. Yhden nopan silméluku. Jatkoa esimerkkien [4.4] ja [£.10] i-kohdille. Sa-
tunnaismuuttujan X (yhden nopan silméluku) kertyméfunktion kuvaajasta ndhdéén esi-
merkiksi, ettd todennékoisyys saada noppaa heittamallé silméluvuksi 3 tai sitd pienempi
luku on 0.5 ja ettd todennékoisyys saada silméluvuksi 6 tai sitd pienempi luku on 1 (eli
on varmaa, ettd nopanheiton tulos on korkeintaan 6).

Hengl. cumulative distribution function, CDF
2engl. discrete cumulative distribution function
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Kuva 4.4: Yhden nopan heittotuloksen kertyméafunktion jakauma

Seuraavassa lauseessa esitellyt kertymafunktion ominaisuudet ovat suoraa seurausta
kertymafunktion madritelmasta.

Lause 4.15. Kertymdfunktion ominaisuuksia. Satunnaismuuttujan X kertymdfunktiolla
F : R — R on seuraavat ominaisuudet:

(1) F on kasvava funktio

(ii) F on oikealta jatkuva funktio eli

F(x+) = F(z), kaikilla x € R.

(iii) F(—o00) =0 ja F(oc0) = 1.

Ja jélleen kéantéden: jos jollakin funktiolla F' on ndmé ominaisuudet, on olemassa
satunnaismuuttuja X siten, ettd F'(X) on X:n kertyméfunktio. Lukija voi kuvasta
tarkistaa, ettd esimerkin kertyméfunktio toteuttaa lauseen kohdat.

Kertyméafunktiot ovat hyodyllisié erityisesti jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksis-
sa, joita késitelladn seuraavassa luvussa. Diskreeteille jakaumille laskettu kertyméfunktio
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ei ole aivan yhtd hyodyllinen kuin jatkuville satunnaismuuttujille maaritelty ystavansa,
silla sen laskeminen symbolisesti on yleensé huomattavan tyolasta summattavien termien
lisdantyessa. Ennen tietokoneiden aikaa tamé saattoi olla iso ongelma, ja diskreettien sa-
tunnaismuuttujien kertyméfunktioiden arvoja approksimoitiin muilla jakaumilla. Tasta
lisdéa myohemmissa luvuissa.

4.1 Diskreetteja jakaumia

Asken opimme, etté jokainen ei-negatiivinen funktio f : R — R, joka summautuu kaik-
kien indeksiensé yli ykkokseksi (ja saa positiivisia arvoja vain numeroituvassa joukossa),
on jonkin diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennéakoisyysfunktio. Tama tarkoittaa siis
sitd, ettd erilaisia diskreetteja jakaumia on olemassa dareton maara. Jotkin ominaisuuk-
siltaan hyodylliset ja kaytannon ongelmien ratkaisuun soveltuvat jakaumat on nimetty
erikseen. Esitelldan seuraavaksi tarkeimpia naista jakaumista.

4.1.1 Diskreetti tasajakauma

Maaritelma 4.16. Satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasajakauma@ joukossa {1,...,n},
jos sen ptnf on

f(k:):P(X:k):i kaikille ke {1,...,n}.

Esimerkkien 4.4 ja kohdan (i) (nopanheitto) satunnaismuuttuja X noudattaa dis-
kreettid tasajakaumaa joukossa {1,...,6}. Kaikki diskreettid tasajakaumaa noudattavan
satunnaismuuttujan arvojoukon arvot ovat yhta todennakoisia keskenédan.

4.1.2 Bernoulli-jakauma

Maaritelma 4.17. Satunnaismuuttuja X noudattaa Bemoulli—jakaumaa@ parametril-
1] p € (0,1), jos sen ptnf on

f(k)=P(X =k)=p"(1 —p)*™*, missi k € {0,1}.

Talloin merkitaan X ~ Bernoulli(p).
Bernoulli-jakaumalla voidaan kuvata satunnaiskoetta, jossa on kaksi vaihtoehtoa, on-
nistuminen (X = 1) ja epdonnistuminen (X = 0), ja onnistumistodenndkéisyys on p.

Bengl. (discrete) uniform distribution
Yengl. Bernoulli distribution
15Parametri on jokin numeerinen arvo, joka vaikuttaa jakauman pistetodennikoéisyysfunktioon.
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Esimerkiksi kolikonheitossa kruunaa voidaan merkita ykkoselld ja klaavaa nollalla, jol-
loin tulos noudattaa Bernoullin jakaumaa parametrilla %, tai nopanheitossa kutonen voi-
daan maaritelld onnistumiseksi ja muu tulos epdonnistumiseksi, jolloin tulos noudattaa
Bernoulli-jakaumaa parametrilla %.

Esimerkki 4.18. Jos merkitaan klaavan saamista nollalla, ja kruunan saamista ykkosella,
niin Bernoulli-jakauman tiheysfunktiosta nahdéan, ettd kruunan todennékoisyys on

f(1) =0.5"-0.5° = 0.5.

Huomataan, etté (reilun) kolikonheiton tapauksessa Bernoulli-jakauman parametri p saa
arvon 0.5, silld 'onnistumisen’ eli tassa yhteydessd kruunan saamisen todennakoisyys
on 0.5. Painotetun kolikon tapauksessa kolikonheiton tulos voisi noudattaa Bernoulli-
jakaumaa esimerkiksi parametrilla 0.7, jolloin patisi f(1) = 0.7 ja f(0) = 0.3. Bernoulli-
jakauman ptnf siis yksinkertaisesti palauttaa 'onnistumisen’ (= 1) tai ’epdonnistumisen’
(= 0) todennakoisyyden.

4.1.3 Binomijakauma

Méé#ritelmé 4.19. Satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumad'| parametreilla
ne{l,2,...} jape[0,1], jos sen ptnf on

f(Ey=P(X =k) = <Z>pk(1 —p)"* kaikille k€ {0,1,...,n}.

Talloin merkitdan X ~ Bin(n, p).

Bernoulli-jakauman yleista tapausta kutsutaan binomijakaumaksi. Binomijakaumaa
voidaan kiyttdi tilanteissa, joissa samaa satunnaiskoetta (kuten kolikonheittoa) toiste-
taan monta kertaa eli binomijakautuneella satunnaismuuttujalla voidaan mallintaa onnis-
tumisten lukumadraé toistokokeessa, jota késittelimme kappaleessa 3.4l

Jos esimerkin kohdassa (ii) nostettujen valkoisten pallojen méaaraa neljan pallon
otoksessa kuvataan satunnaismuuttujalla X, niin X noudattaa binomijakaumaa paramet-
reillan=4jap= %

Samoin lauseen kohdassa (ii) nostettujen valkoisten pallojen mééiréé n:sta noste-
tusta pallosta voidaan kuvata satunnaismuuttujalla X, joka noudattaa binomijakaumaa
parametreilla n ja p = %, missd K on korissa olevien valkoisten pallojen, ja N kaikkien
korissa olevien pallojen méara. Helpolla laskulla ndhdaan, etta lauseen kaava todellakin
on binomijakautuneen satunnaismuuttujan pistetodennakoisyysfunktio.

engl. binomial distribution
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Huomautus 4.20. Totesimme &sken, ettd binomijakauma on Bernoulli-jakauman yleis-
tys. Tama pitda paikkansa, silla voidaan huomata, ettd Bernoulli-jakaumaa paremetrilla
p noudattava satunnaismuuttuja on oikeastaan binomijakaumaa parametreilla (1, p) nou-
dattava satunnaismuuttuja.

4.1.4 Hypergeometrinen jakauma

Masritelmé 4.21. Satunnaismuuttuja X noudattaa hypergeometrista jakaumad| pa-
rametreilla N € {1,2,...} jan, K € {1,..., N}, jos sen pistetodennékdisyysfunktio on

Flk)=P(X =k) = ®C) kaikille k€ {0,1,...,n}.

()

X ~ Hyperg(N, K,n).

Talloin kaytetdan merkintaa

Hypergeometrisella jakaumalla voidaan mallintaa otantaa ilman takaisinpanoa. Jos
esimerkin kohdassa (i) nostettujen valkoisten pallojen mééréé otoksessa kuvataan
satunnaismuuttujalla X, se noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametreilla N = 8,
K =5, jan = 4. Samoin lauseen kohdassa (i) nostettujen valkoisten pallojen maaraa
voidaan kuvata hypergeometrisella jakaumalla.

Huomautus 4.22. Huomaa, etti koska binomikertoimen (Z) arvo on maéiritelman mu-
kaan 0, jos y > x, hypergeometrista jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan arvo-
joukkoon kuuluvat vain sellaiset k € {0, 1,...,n}, joille k < K jan—k < N — K. Korista
ei siis voida nostaa enempéaa valkoisia tai mustia palloja kuin niita siella on, jos palloja ei
palauteta nostojen valilla!

4.1.5 Geometrinen jakauma

Masritelma 4.23. Satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumad™| paramet-
rilla p € (0, 1), jos sen ptnf on

f(k)=P(X =k)=p(1 —p)* kaikille k€ N.

Talldoin merkitaan
X ~ Geom(p).

engl. hypergeometric distribution
Bengl. geometric distribution
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Toistetaan koetta, jonka onnistumistodennakoéisyys on p, kunnes saadaan ensimmai-
nen onnistuminen. Talloin sm X, joka kuvaa epdonnistuneiden koekertojen méaraa ennen
ensimmaéistd onnistumista, noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p. Geometrisen
jakauman tiheysfunktion takaa 16ytyvaé intuitiota voi hahmotella ajattelemalla riippu-
mattomia toistoja satunnaiskokeessa, jossa epaonnistumisia sattuu k£ kappaletta, ja ta-
mén jalkeen viimein onnistuminen todennékoisyydella p.

Ensimméiseen onnistumiseen voi periaatteessa tarvita kuinka monta toistokertaa ta-
hansa, joten geometrista jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan arvojoukkoon kuu-
luvat kaikki luonnolliset luvut.

Esimerkki 4.24. Heitetdan noppaa, kunnes saadaan ensimmainen kutonen. Merkitaan
satunnaismuuttujalla X heittojen méaaraé, joka tarvitaan ensimmaéisen kutosen saamiseksi
(heittoa, jolla saadaan ensimméinen kutonen, ei lasketa naihin). Satunnaismuuttuja X
noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p = é. Satunnaismuuttujan X ptnf on
myo6s helppo paatella suoraan:

e X = 0, jos heti ensimméiselld heitolla saadaan kutonen, eli P(X = 0) = %

p(1—p)°.

e X =1, jos ensimméiselld heitolla ei saada kutosta, mutta toisella saadaan, eli P(X =
_ 5.1 _ 1
1) — % 6 —p(l—p)

e X = 2, jos kahdella ensimmaiselld heitolla ei saada kutosta, mutta kolmannella

saadaan, eli P(X =2) = (%)2 -+ =p(1 —p)? ja niin edelleen.

Huomautus 4.25. Voidaan helposti tarkastaa, ettd myos geometrista jakaumaa nou-
dattavan satunnaismuuttujan ptnf toteuttaa lauseen ehdot. Erityisesti geometrisen
sarjan (sarja suppenee, koska 1 — p < 1) summan kaavaa soveltamalla nidhdaan, etta
pistetodennéakoisyydet summautuvat ykkoseksi:
pl—pf=p— =1
kz—% 1-(1-p)

Huomautus 4.26. Geometrisen jakauman merkintédtavat ja parametrisointi vaihtelevat
lahteen mukaan. Joissakin lahteissa geometrisen jakauman ptnf on

f(k) =p(1—p),

jolloin geometrisesti jakautunut satunnaismuuttuja kuvaa epaonnistuneiden koekertojen
lukumédran sijaan ensimmaisen onnistumisen jarjestyslukua.
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4.1.6 Poisson-jakauma

Maaritelma 4.27. Satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa@ parametrilla
A > 0, jos sen ptnf on

f(k)=P(X =k)=e¢ "~ kaikille k& N.

Talldoin merkitadan
X ~ Poisson(]).

Poisson-jakautuneella satunnaismuuttujalla voidaan kuvata joidenkin tapahtumien maa-
raa aika- tai tilayksikkoa kohti, jos tapahtumat oletetaan toisistaan riippumattomiksi ja
niiden odotettu maara aika- tai tilayksikkoa kohti vakioksi. Poisson-jakautuneella satun-
naismuuttujalla voidaan kuvata esimerkiksi:

e Joukkueen tekemien maalien maéraa jalkapallo-ottelussa.
e Liikenneonnettomuuksien maéréa tiekilometria kohti.
e Onkijan tunnissa saamien kalojen maaraa.

Esimerkki 4.28. Kuvataan satunnaismuuttujalla X kotijoukkueen tekemien maalien
méérd La Ligassa (Espanjan jalkapallon paasarja) kausilla 2010-2015 (yhteenséd 2116 ot-
telua). Oletetaan, ettd X ~ Poisson(1.631)

Oheiseen taulukkoon on kirjattu kotijoukkueen maalimaérien havaitut méarét ja osuu-
det peleissa (esimerkiksi 466:ssé pelissa kotijoukkue on tehnyt 0 maalia, joten osuus on
466/2116 ~ 0.2202) ja Poisson-jakauman pistetodennékéisyysfunktion (parametrilla A =
1.631) arvot. Huomataan, etta havaitut frekvenssit ovat hyvin lahelld Poisson-jakaumasta
laskettuja, joten oletus siitéd, ettd maalimaariat noudattavat Poisson-jakaumaa, vaikuttaa
jarkevilta 1]

Yengl. Poisson distribution

20K &ytetty parametrin arvo A = 1.631 on aineistosta laskettu maalien keskiarvo ottelua kohti. Jakau-
man parametrien arvojen pédttelyyn aineiston perusteella, eli ns. tilastolliseen péattelyyn tutustutaan
tarkemmin kurssilla Tilastollinen pééttely I. T&ll6in osoittautuu, ettd monille (tarkemmin eksponentti-
perheen) jakaumille hyvd parametrin estimaatti tulee havaintojen otoskeskiarvosta.

21Tosin suuria maalimééria on hieman enemmaén kuin oletuksen Poisson-jakautuneisuudesta perusteel-
la pitéisi olla. Tama selittynee sillé, ettd sarjan joukkueet ovat eritasoisia, joten oletus siité, ettd fmaalien
syntymistodennékoisyys olisi vakio ottelua kohti, ei tdyty. Maaliméérien tarkempaan mallintamiseen tuli-
sikin ottaa huomioon ainakin pelaavien joukkueiden tasoero. Téalloin kysymyksessé olisi Poisson-regressio;
tdhén palataan kurssilla Yleistetyt lineaariset mallit.
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Maalit Ottelut Osuus fx(z)

0 466 0.2202 0.1957
1 668 0.3157 0.3192
2 498 0.2353 0.2604
3 262 0.1238 0.1416
4 147 0.0695 0.0577
) 20 0.0236 0.0188
6 15 0.0071 0.0051
7 7 0.0033 0.0012
8 2 0.0009 0.0002
9 1 0.0005 0.0000
>10 0 0.0000 0.0000

Tarkka todennakoisyys sille, ettd kotijoukkue tekee vihintdan kymmenen maalia ot-
telussa, saadaan laskettua komplementtitapahtuman kautta:

9
P(X>10)=1-P(X<9)=1-> P(X =1i)~842-107°
=0

Tamé todennakoisyys pyoristyy nollaan taulukossa, jossa kédytetadn neljan desimaalin
tarkkuutta.

Vertaa esimerkkiin [2.25] jossa pistetodennékoisyydet asetettiin suoraan alkeistapauk-
sille. Todennakoisyydet ovat samat, mutta satunnaismuuttujan kayttadminen yksinkertais-
taa merkintoja ja laskuja.

4.2 Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo

Satunnaismuuttujan odotusarvo on yksi todennakoisyyslaskennan térkeimmista konsep-
teista. Odotusarvo on nimensé mukaisesti satunnaismuuttujan odotettu arvo, ja se méaari-
telladn diskreetille satunnaismuuttujalle todennékoisyyksilla painotettuna keskiarvona sa-
tunnaismuuttujan mahdollisista arvoista. Tassé kappaleessa késitellaan lahinnéd odotusar-
von laskemista diskreeteille satunnaismuuttujille. Odotusarvon ominaisuuksia késitelldan
tarkemmin luvussa [0} Esitetddn seuraavaksi diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon
maéaritelmé, ja tarkastellaan tdmén jalkeen muutamaa esimerkkia.

Maaritelma 4.29. (Diskreetin satunnaismuuttujan) odotusam}oF_ZI Olkoon X diskreetti
satunnaismuuttuja, jonka ptnf on f, ja arvojoukko X (Q) = {x1, s, ... }. Satunnaismuut-

22engl. expected value, EV
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tujan X odotusarvo on
B(X) = inf(xi)a
i=1

jos kyseinen sarja suppenee itseisesti, eli jos

i |z4] f ;) < o0.

Mikali sarja ei suppene itseisesti, sanotaan ettd X:ll4 ei ole odotusarvoa. Jos satunnais-
muuttujan X (2) arvojoukko on darellinen, niin my6s kyseinen summa on aina aarellinen,
ja siten odotusarvo on aina olemassa.

Satunnaismuuttujan odotusarvoa voi ajatella sen jakauman painopisteené: Jos massat-
toman sauvan pisteisiin {x1, 2o, ... } asetetaan pistetodennékoisyysfunktion arvoja naissa
pisteissé vastaavat painot { f(z1), f(x2),. ..}, niin sauva pysyy tasapainossa, jos sitd tue-
taan odotusarvon kohdalta.

Toinen tapa havainnollistaa odotusarvoa on uhkapelin keskiméarédisena voittosumma-
na kierrosta kohti: jos pelid jatketaan monta kierrosta, keskimaérainen voitto kierrosta
kohti ldhestyy kierroksen voittosummaa kuvaavan satunnaismuuttujan odotusarvoa. Seu-
raavat esimerkit havainnollistavat néité tulkintoja.

Esimerkki 4.30. Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X kuvaa yhden nopan heiton sil-
malukua, jolloin sen ptnf on

1
f(k)=P(X =k) = kaikile ke {1,2....6}.

Talloin X:n odotusarvoksi saadaan

6 6 1 14+24+34+4+5+6
E(X)=> apf(zr) = jk-éz 5 = 3.5.
k=1 k=1

Esimerkki 4.31. Tarkastellaan pelia, jossa pelaaja heittaa kahta noppaa, ja voittaa sil-
mélukujen summan verran rahaa. Kannattaako tastd pelistd maksaa seitseméan euroa
kierrokselta?

Merkitaan silmalukujen summaa, joka kuvaa myos kierroksella voitettua rahamaéréa,
satunnaismuuttujalla X. Arvojoukko on {2,3,...,12}, ja ptnf laskettiin esimerkissa [4.10}
Lasketaan X:n odotusarvo:

2:-1+3-24+4-3+5-44+6-5+7-6+8-5+9-44+10-3+11-2+12-1

12
E(X) = szf(xz) =
1=2
252
=36 "

36
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Voiton odotusarvo on tasan 7, joten seitsemén euron panoksella peli on reilu: keskimaérin
kumpikaan pelaajasta ja pelin tarjoajasta ei jaa voitolle.

Esitelldan vield esimerkin avulla, miten Poisson-jakaumaa noudattavan satunnais-
muuttujan odotusarvo saadaan laskettua odotusarvon méaaritelmén kautta.

Esimerkki 4.32. Poisson-jakaumaa parametrilla A noudattavan satunnaismuuttujan X
odotusarvo saadaan laskettua kayttamélla eksponenttifunktion sarjakehitelméad

- Ooxn
=) —
n:On!
apuna:
EOX) = SO RFR) = 04 3 ke _ e s ATV Ly
( )_I; f()— +k§::1 e oo e k:1(k_1)!— e et =\

Odotusarvon lisdksi satunnaismuuttujien jakaumien toinen téirkea tunnusluku on nii-
den varianssi. Varianssi kuvaa jakaumien hajontaa, eli sitd kuinka paljon satunnaismuut-
tujan saavuttamat arvot poikkeavat jakauman odotusarvosta. Mita suurempi jakauman
varianssi on, sitd enemmén sen arvojoukon arvot poikkeavat jakauman odotusarvosta.
Asiaa havainnollistavat seuraavat kuvat jakaumista, joilla on sama odotusarvo, mutta eri
varianssit. Varianssia ja sen laskemista késitelladn tarkemmin luvussa [6] mutta lukijan
kannattaa jo nyt pitdd sen intuitiivinen késite mielessd. Seuraavaksi kuvissa esiintyy ha-
vainnollistukset kahdesta eri todennakoéisyysjakaumasta, joilla on sama odotusarvo mutta
varianssit (ja jakauman muut ominaisuudet) eroavat.

30%-

20%-
m%_ I I
0% -
-2 -1 0 1 2
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Kuva 4.5: Odotusarvo 0, varianssi 1.69.
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Kuva 4.6: Odotusarvo 0, varianssi 5.56.
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4.3 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Muistellaan viela edellista lukua, jossa kasittelimme riippumattomuutta. Riippumatto-
muuden késitetta voi soveltaa my6s satunnaismuuttujiin aivan samoin kuin edellisluvus-
sa mihin tahansa tapahtumiin, joihin liitetaén todennékoisyyksid. Intuitiivisesti satun-
naismuuttujien riippumattomuus tarkoittaa, ettd niiden arvot eivit vaikuta toisiinsa: jos
tieddimme toisen satunnaismuuttujan arvon, se ei vaikuta arvioomme toisen satunnais-
muuttujan arvosta. Satunnaismuuttujien riippumattomuus maééritelladn tuttuun tyyliin
tapahtumien riippumattomuuden kautta:

Maaritelma 4.33. Satunnaismuuttujien riippumattomuus. Satunnaismuuttujat X ja Y
ovat riippumattomia, jos

P((XeAN(YeB)=PXeAPY € B),
eli jos
{XeA} L {Y e B}
kaikille (riittavan saannéllisille) joukoille A, B C R. Télloin merkitaan

X 1Y.
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Huomautus 4.34. Jos X Il Y, ja P(Y € B) > 0, niin joukkojen ehdolliset todennakoi-
syydet palautuvat ehdottomiin todennakoéisyyksiin (vrt. lause |3.12)):

P(X e A)nP(Y € B))
P(Y € B)

_ P(X € A)P(Y € B)

B P(Y € B)

=P(X € A).

P((X e A|(Y € B)) =

Jos satunnaismuuttujat ovat keskendan riippumattomia, niin my6s niiden muunnok-
sef?¥ ovat keskenin riippumattomia:

Lause 4.35. Satunnaismuuttujien muunnosten riippumattomuus. Jos X 1LY, niin kai-
kille (riittavan saanndllisille) funktioille g,h : R — R pdtee

9(X) L a(Y).
Riippumattomuus yleistyy useammalle satunnaismuuttujalle seuraavasti:

Maaritelma 4.36. Usean satunnaismuuttujan riippumattomuus. Joukko satunnaismuut-
tujia Xy, ..., X, on riippumaton, jos

P (ﬁ(xi € Bi)> = f[ P(X; € B))

i=1 i=1
kaikille (riittavin sddnnollisille) joukoille By, ..., B,. Talloin merkitaan
Xy X, AL

Useamman satunnaismuuttujan riippumattomuus on hyodyllista esimerkiksi tilastol-
lisessa analyysissé, missd ilmiolla on useita selittdavid tekijoitd ja halutaan tarkastella
néiden selittavien tekijoiden keskindistéd riippuvuutta. Téasta aiheesta lisdd myohemmilla
kursseilla.

4.4 Harjoitustehtavia

1. Satunnaismuuttuja X noudattaa tasajakaumaa joukossa 3, 4, ..., 11. Laske E(X).

23Muunnoksella tarkoitetaan satunnaismuuttujasta jollain funktiolla saatua toista satunnaismuuttujaa.
Esimerkiksi satunnaismuuttujan X yksinkertainen muunnos voi olla X 2. Satunnaismuuttujien muunnok-

sia kisitelldan kappaleissa [5.3] ja
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. Ilmoita satunnaismuuttujan X jakauma (jakauman nimi ja parametrien arvot), jos

(a) X on viallisten tuotteiden lukumééra laatikossa, johon on pakattu 48 tuotetta,
kun kukin tuote on toisista riippumatta viallinen todennakéisyydella 0.5.

(b) X on dssien lukumééré vedettdessa 13 korttia ilman takaisinpanoa pakasta.

(c) X on turhien kertojen lukumaééra toistuvassa kahden nopan heitossa ennen en-
simméisté kutosparia.

(d) X on varisokeiden lukuméaara 10 hengen otoksessa takaisinpanolla 100 hengen
populaatiossa, jossa on kolme varisokeata.

. Satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p € (0, 1). Nay-
td odotusarvon méaritelméa ja geometrisen jakauman pistetodennékoisyysfunktiota

kayttden, ettd E(X) = 1}'%1’

. Hajamielisella herra H:lla on nipussaan n avainta, joista yksi sopii hdnen oveensa.
Herra H ei kuitenkaan muista, miké. Olkoon X sen kerran jarjestysluku, jolla ovi au-
keaa. Laske X:n pistetodennakoisyysfunktio ja kertyméfunktio olettaen, ettd herra
H valitsee avaimen umpiméhkéan ja

(a) muistaa mita avaimia on jo kokeillut,

(b) ei muista mitd avaimia hén on kokeillut.

. Lautta kulkee salmen yli rannalta A rannalle B sdannollisesti 10 minuutin vélein
ja sille mahtuu 8 autoa. Oletetaan, ettd rannalle A ei jaa yhtddn autoa lautan
lahtiessa. Oletetaan lisdksi, etta seuraavan 10 minuutin aikana rantaan A saapuvien

autojen lukumaara on Poisson-jakautunut satunnaismuuttuja odotusarvolla 5. Milla
todennakoisyydella lautta tulee tdyteen kdydessdan seuraavan kerran rannalla A?

. Isovanhemmat lahettaviat lapsenlapselleen kaksi lahjaa, joiden arvot ovat 100e ja
150e. Postin toimituksissa on viime aikoina ilmennyt ongelmia ja paketin matkal-
la katoamisen todennékoéisyys on 0,05. Isovanhemmat pohtivat, lahettaisiviatko he
lahjat yhtena vai kahtena eri pakettina. Vertaile menetelmia seuraavilla kriteereilla:
(a) katoamisesta johtuvan tappion odotusarvo,

(b) tn, ettd lapsenlapsi saa molemmat lahjat,

(c) tn, ettd lapsenlapsi saa ainakin yhden lahjan.

. Herrat A, B ja C heittavit noppaa vuorotellen jarjestyksessa A, B, C, A, B, C.. .,
kunnes joku saa kutosen ja voittaa pelin. Laske kunkin pelaajan voiton todennékoi-

Syys.
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8. Tavallista noppaa heitetdéan 4 kertaa. Olkoon X suurin esiintyneistd silméaluvuista.
Maérita E(X).
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Luku 5

Jatkuvat satunnaismuuttujat

Edellisessa luvussa esittelimme satunnaismuuttujan kasitteen ja tarkastelimme diskreet-
teja satunnaismuuttujia. Téssé luvussa siirrymme késittelemaan jatkuvia satunnaismuut-
tujia, jotka eroavat diskreeteistd satunnaismuuttujista siten, ettd niiden arvojoukon al-
kioita ei voi luetella (arvojoukko ei ole numeroituva). Tadmén takia jatkuvien jakaumien
laskutoimitukset taytyy méaritelld hieman eri tavalla kuin diskreeteilld satunnaismuut-
tujilla. Jatkuvilla satunnaismuuttujilla on kuitenkin paljon samoja ominaisuuksia kuin
diskreeteilld satunnaismuuttujilla (mm. kertyméafunktio, odotusarvo ja varianssi kayttay-
tyvat hyvin samalla tavalla), eikd satunnaismuuttujan intuitiivinen idea sindnsid muuutu
mitenkaén.

Jos satunnaismuuttujan arvojoukko on ylinumeroituva, esimerkiksi koko reaalilukujen
joukko R tai vali [0, 1], pistetodennékoisyyksia ei voida enda kdyttdd satunnaismuuttujan
jakauman méérittamiseen (itse asiassa osoittautuu, ettd jatkuvan jakauman tapauksessa
kaikkien yksittéisten pisteiden todennikoéisyydet ovat nollia).

Pistetodennékoisyysfunktiota vastaava késite jatkuvasti jakautuneelle satunnaismuut-
tujalle on tiheysfunktio. Summaamisen sijaan satunnaismuuttujan arvojoukon osajoukko-
jen todennikoisyydet saadaan integroimalla tiheysfunktiota. Maédritellaédn ensin tasmalli-
sesti jatkuvan jakauman ja tiheysfunktion késitteet.

Maaritelma 5.1. Jatkuva satunnaismuuttuﬂﬂ ja tiheysfunktio (lyh. tf)ﬂ Satunnais-
muuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla f, jos
b

P(agxgb)zf (o) de

a

kaikille a,b € R, a < bf]

Lengl. continuous random variable
2engl. probability density function, PDF
30ikeastaan kyseessi ei edes tarvitse olla villi (a, b), vaan yleisesti kaikille mitallisille joukoille B pitee
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Jatkuvan jakauman tapauksessa siis kaikkien vélien todennikoisyydet P(X € [a,b])
saadaan integroimalla tiheysfunktiota taméan valin yli. Kuten pistetodennéakéisyysfunktio,
myos tiheysfunktio on kaikkialla epanegatiivinen, ja sen integraali koko reaaliakselin yli
on yksi. Samoin myos jokainen ndma ehdot téyttava funktio on jonkin jatkuvan satun-
naismuuttujan tiheysfunktio:

Lause 5.2. Tiheysfunktion ominaisuudet. Funktio f : R — R on jonkin jatkuvan satun-
natsmuuttujan tiheysfunktio, jos ja vain jos

(i) f(x) >0 kaikille z€R,

(ii) f on integroituva koko reaaliakselilla ja
/ fla)de = 1.

Todistus. Harjoitustehtéava. [
Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkié jatkuvista jakaumista.
Esimerkki 5.3. Jatkuva tasajakauma ja eksponenttijakauma.

(i) Metro kulkee tasaisesti 5 minuutin vélein. Opiskelija saapuu satunnaiseen aikaan
metroasemalle. Mika on tn, ettd hdn joutuu odottamaan yli 3.5 minuuttia?

Mallinnetaan odotusaikaa satunnaismuuttujalla X. Koska metro saattaa tulla yh-
td todennakoisesti koska tahansa seuraavan viiden minuutin aikana, noudattaa X
jatkuvaa tasajakaumaa (5.1.1) tiheysfunktiolla

Nyt maaritelman nojalla, todennékoisyys sille, ettéd opiskelija joutuu odottamaan
yli 3.5 minuuttia on

5
51 t 5 7 3
P . <X< :/ —_ = —_—= — — — = —,
(85 = )= J, 5 5 5 10 10

Ero diskreettiin tasajakaumaan on se, ettd voimme mallintaa metron saapumisai-
kaa nyt mielivaltaisen tarkasti (emmeké ainoastaan esimerkiksi minuutin vélein).
Voimme ratkaista esimerkiksi, mika on tn, etta opiskelija joutuu odottamaan alle
0.3333 ... minuuttia.

P(X e€B)= [, f(z)da
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Myos jatkuvien jakaumien tiheysfunktioita havainnollistetaan kuvaajien avulla. Alla
valilla [0,5] jatkuvan tasajakauman kuvaaja. Graafinen esitys metroesimerkille saa-
daan varittamaélla tasajakauman kuvaajan alapuolinen alue vélilta [3.5, 5], jolloin
varitetyn alueen pinta-ala on % kuvaajan ja x-akselin valiin jdavan alueen pinta-
alasta.

25%-

20%-

15%-

10%-

Tiheysfunktio f(x)

5%-

0%-  — —

0 1 2 3 4 5
Odotusaika x

Kuva 5.1: Tasajakautuneen satunnaismuuttujan X tiheysfunktion kuvaaja.

ii) Auto ajaa tielld, jossa tuulilasiin osuu hyonteinen keskiméarin 0.7 kilometrin vélein.
J J Y
Mikéa on tn, ettd seuraava hyonteinen osuu tuulilasiin seuraavien kahden kilometrin
aikana?

Mallinnetaan matkaa hyonteisten osumien vélilla satunnaismuuttujalla Z. Talloin
voidaan olettaa, ettd Z noudattaa eksponenttijakaumaa (joka esitellddn myohemmin
tassd luvussa) tiheysfunktiolla

f(z) = 0.7 7.

Nyt voimme ratkaista kysytyn todennékoisyyden integraalilla

2
2
P(Z<2)= / 0.7¢7"7dz = /—e—(”z = M- —"=075
0

0
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Kuva 5.2: Eksponenttijakautuneen satunnaismuuttujan Y tiheysfunktion kuvaaja.

Jatkuvia jakaumia késitelladn monesti kertyméfunktion avulla. Jatkuvan jakauman
kertymafunktio toimii taysin vastaavasti kuin diskreetin jakauman kertymafunktio. Ker-
tymafunktio on méaritelty jokaiselle reaaliluvulle x € R ja kertoo, kuinka suuri osa satun-
naismuuttujan 'todennakoisyysmassasta’ on arvon z alapuolella, eli kuinka todennékoista
on, etta satunnaismuuttuja saavuttaa korkeintaan arvon z.

Muistetaan. ettd maaritelmén [4.12] mukaisesti satunnaismuuttujan X kertymafunk-
tio F'(z) = P(X < z) kaikilla x € R. Diskreeteille jakaumille kertyméfunktio saatiin
ptnf:n summana. Vastaavasti jatkuvalle jakaumalle kertymafunktio saadaan integroimal-
la tiheysfunktiota (ja kdantéden tiheysfunktio saadaan derivoimalla kertyméafunktiota):

Lause 5.4. Jatkuvan satunnaismuuttujan kertymdafunktio. Jatkuvasti jakautuneelle satun-
naismuuttujalle X (tiheysfunktiolla f) :

(i) Kertymdfunktio F' saadaan integroimalla tiheysfunktiota:

F(z) = P(X < z) = / " ) dt kaikille € R.

(1i) Toisaalta tiheysfunktiolle f pdtee
fz) = F'(z)
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kaikissa f:n jatkuvuuspisteissd.

Seuraava lause osoittaa, ettd jatkuvalle jakaumalle kaikki pistetodennékodisyydet to-
siaan ovat nollia. Téméan takia ei ole merkitysta, otetaanko vélien paatepisteet mukaan
tarkasteltaessa valien todennéakoisyyksié; ts. ei ole merkitysta, ovatko tarkasteltavat véalit
avoimia, puoliavoimia, vai suljettuja.

Lause 5.5. Jatkuvan jokauman pistetodenndakdisyydet. Jatkuvalle satunnaismuuttujalle
X (tiheysfunktiolla f) patee:

(i) P(X =z) =0 kaikille x € R,
(i) Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla<X <b) kaikille a < b.

Todistus. Ensimmaéinen kohta seuraa jatkuvan satunnaismuuttujan maéritelmasta, kun
asetetaan a = x, ja annetaan b:n lahestyé z:44 oikealta. Toinen kohta seuraa todennékoi-
syyden additiivisuudesta ja ensimmaisesté kohdasta. O

Huomautus 5.6. Kaikille a < b tapahtuma, etta jatkuva satunnaismuuttuja X on pie-
nempi tai yhta suuri kuin b, voidaan esittad yhdisteené erillisista tapahtumista:

(X <b)=(X<a)U(a< X <D).
Siten todennakoisyyden additiivisuuden ja lauseen nojalla

Pla< X <b) = P(X<b) P(X <a)
P(X <b)—P(X <a)
= F(b) — F(a).
Vilien todennakoisyydet voidaan siis ilmaista erotuksena kertyméfunktion arvoista
vélin paatepisteissa. Jos muistellaan vield esimerkkia [5.3] huomataan, etté itse asiassa in-

tegroidessamme satunnaismuuttujien tiheysfunktioita laskimmekin niiden kertyméfunk-
tioiden arvoja.

5.1 Esimerkkeja jatkuvista jakaumista

Esitellaan seuraavaksi muutamia tarkeimpia ja yleisesti kaytettyja jatkuvia jakaumia.
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5.1.1 Jatkuva tasajakauma

Maaritelma 5.7. Satunnaismuuttuja X noudattaa vélin (a, b) tasajakaumaaﬂ , jos sen
tf on

1
flz) = 5 kaikille z € (a,b),

—a
ja f(x) =0, kun = < a tai x > b. Talloin merkitadan X ~ Tas(a,b).
Kertyméfunktio saadaan integroimalla tiheysfunktiota. Kun = € (a,b) :

F(:v):/xoof(t)dt:/jbiadt:z:z.

Siten tasajakautuneen satunnaismuuttujan kertyméfunktio on

0, kuin z <a
Flr) =472, kun a<z<b
1, kun z >b.

Esimerkki 5.8. Generoidaan satunnaisluku valilta (0,1000). Milld todennakoisyydelld
luku on valilta [500.00,600.00]?

Kyseessa on satunnaisluku, jolloin kaikki vilin luvut ovat periaatteessa yhta toden-
nékoisida. Tilannetta voidaan siis kuvata satunnaismuuttujalla X ~ Tas(0, 1000). Kysytty
todennakoisyys saadaan erotuksena tasajakauman kertymafunktion arvoista vélin padte-
pisteissa:

600 500 1

P(500.00 < X < 600.00) = F(600.00) — F(500.00) = 555 — 7505 = 15-

5.1.2 Eksponenttijakauma

Masritelmé 5.9. Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumad?] parametrilla
A > 0, jos silla on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla

f(z) =Xe ™™  kaikille x> 0.
Talloin merkitdédn X ~ Exp()).

Eksponenttijakauman kertyméfunktio saadaan integroimalla tiheysfunktiota:

T

F(*T):/I f(t)dtZ/OI/\e_’\tdt:_/e—ktzl_e—,\x’
0

—00

kun z > 0 ja 0 muuten.

dengl. (continuous) uniform distribution
Sengl. exponential distribution
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Jos tapahtumien esiintymistodennakoisyys aikavalia tai tilayksikkoa kohti on vakio, ja
ne esiintyvat toisistaan riippumatta, ndiden tapahtumien esiintymisten vélista aikaa tai
etaisyytta kuvaava satunnaismuuttuja noudattaa eksponenttijakaumaa. Jos tapahtumien
madara aikayksikkoa kohti noudattaa Poisson-jakaumaa, niin niiden véalinen aika noudattaa
eksponenttijakaumaaﬂ

Eksponenttijakautuneella satunnaismuuttujalla voidaan siis kuvata odotusaikaa tai
vialimatkaa toisistaan riippumattomien tapahtumien, joiden sattumistodennakoéisyys on
vakio, vélilla. Téallaisia eksponenttijakautuneita satunnaismuuttujia ovat esimerkiksi:

e odotusaika seuraavaan maaliin jalkapallo-ottelussa,
e liikenneonnettomuuksien tapahtumispaikkojen véli tieosuudella,
e onkijan odotusaika seuraavaan kalaan.

Esimerkki 5.10. Oletetaan, ettd hehkulampun kestoaika tunneissa noudattaa ekspo-
nenttijakaumaa parametrilla A = 0.001. Milla todennékoisyydellda hehkulamppu palaa yli
2000 tuntia?

Merkitédén lampun palamisaikaa satunnaismuuttujalla X, jolloin X ~ Exp(0.001).
Kysytyn tapahtuman tn saadaan laskettua kertymafunktion avulla komplementtitapah-
tuman todennéakoisyyden kautta:

P(X > 2000) =1 — P(X <2000) = 1 — F(2000) = ¢~2 ~ 0.135.

Toinen mahdollisuus laskea todennakoéisyys on integroida suoraan tiheysfunktiota:

P(X > 2000) = e Mdt = — / e M = 720004 — 72,
2000
2000

Huomautus 5.11. Eksponenttijakaumaa noudattavalla satunnaismuuttujalla X on seu-
raava ‘muistinmenetysominaisuus’:

P(X>t+h | X>t)=PX >h).

Ts. esimerkiksi laitteella, jonka toiminta-aika on eksponenttijakautunut todennakoisyys
sille, etta laite toimii ajan A kuluttua, ei riipu ajanhetkestéa ¢, jolloin tilannetta tarkaste-
lemme. Laitteen todennékoisyys pysyé ehjané seuraavaan péaivadan saakka, on sama jokai-
sena paivana.

6 Tillaista prosessia, jonka tuottamien satunnaisten tapahtumien méira aikayksikkos kohti noudattaa
Poisson-jakaumaa, ja niiden véliaika eksponenttijakaumaa, kutsutaan Poisson-prosessiksi.
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5.1.3 Normaalijakauma

Masritelma 5.12. Jatkuva satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumad| para-
metreilla p € R ja 02 > 0, jos sen tiheysfunktio on

Talloin merkitdin X ~ N(u, o?).

Normaalijakauman parametrit kertovat jakauman tiheysfunktion sijainnin ja leveyden.
Néaita parametreja sanotaan usein odotusarvoparametriksi ja varianssipammetriksﬁ

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa jakaumaa N(0, 1), eli normaalijakaumaa para-
metreilla g = 0 ja 0% = 1, sanotaan ettd X noudattaa standardinormaalijekaumaa. Tél-
16in X:n tiheysfunktio yksinkertaistuu muotoon:

f@) = ——e%.

Huomautus 5.13. Normaalijakautunut satunnaismuuttuja X ~ N(u,0?) voidaan aina
muuntaa standardinormaalijakaumaa noudattavaksi satunnaismuuttujaksi vihentamalla
siitd odotusarvoparametri i ja jakamalla se keskihajonnalla o. Satunnaismuuttujalle

_ X —p

o

A

siis patee Z ~ N(0,1). Tatd muunnosta kutsutaan standardoinniksi.

Esitetadn seuraavaksi esimerkki normaalijakautuneen satunnaismuuttujan todenna-
koisyyden laskemisesta standardoinnin avulla.

Esimerkki 5.14. Eraassa vaestossa miespuolisten henkiloiden pituus noudattaa normaa-
lijakaumaa parametreilla = 178 ja 0 = 25 (cm). Mallinnetaan kyseisen vieston miesten
pituutta satunnaismuuttujalla X. Miké on todennékoisyys sille, etta viestoon kuuluvan
miehen pituus on 168 ja 188 cm véalilla? Enté tn sille, ettd mies on yli 190 cm pitka?

Tengl. normal distribution
8Muistetaan, ettd varianssi kuvaa jakauman hajontaa. Varianssin ominaisuuksia késitelldin lisd seu-
raavassa luvussa.
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(a) Ratkaistaan todennékoisyys P(168 < X < 188) sm:n X standardoinnilla Z véhenté-
maélla X:std jakauman odotusarvo ja jakamalla se jakauman keskihajonnalla.

168 —178 _ X —178 _ 188 — 178
< < )

P(168 < X < 188) = P(

5 - 5 - 5
=P(-2<7<2
=d(2) — d(-2) =
— 0(2) — (1 (2)
=20(2) —1=2-0.9772499... -1
~ (0.954.

®-symbolilla viitataan standardinormaalijakauman kertymaéfunktioon, jonka arvoja
voi laskea esimerkiksi R-ohjelman funktiolla pnorm() tai katsoa monista ldhteista tai
Internetistéa 16ytyvista taulukoista.

(b) Edelliskohdan tapaan:

X 178 _ 190 — 178
P(190<X):1—P(X§190):P( < )

=1-P(Z<24)=1—-®(24) =1-0.9918025. ..
~ 0.008.

8%-
5% -

4%-

Tiheysfunktio f{x)

2%~

0%-
160 170 180 190
Pituus{cm) x
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Kuva 5.3: Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan X tiheysfunktion kuvaaja. Kohdan
(a) tilannetta kuvaava todennékoisyysmassa varjostettu vaalealla ja kohdan (b) tummalla.

Normaalijakauman keskeinen rooli todennékoisyyslaskennassa johtuu siité, etté riip-
pumattomien satunnaismuuttujien summan (ja siten myos keskiarvon) jakauma ldhestyy
normaalijakaumaa otoskoon kasvaessa. Tahan keskeisend raja-arvolauseena tunnettuun
tulokseen palataan kurssin loppupuolella.

5.2 Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo

Muistetaan, ettd satunnaismuuttujan odotusarvoa voi ajatella erdanlaisena keskiarvona
satunnaismuuttujan arvoista. Edellisluvussa esitelty odotusarvon méaaritelméa toimii vain
diskreeteilla satunnaismuuttujilla, joten esitellaédn téssa kappaleessa, miten jatkuvan sa-
tunnaismuuttujan odotusarvo méaritelldan.

Maaritelma 5.15. Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo. Olkoon X jatkuva satun-
naismuuttuja tiheysfunktiolla f. Sen odotusarvo on

B(X) = [ af(@)do,

mikali kyseinen integraali suppenee itseisesti, eli
o
/ |z| f(z) dz < oc.
—0o0

Jos integraali ei suppene itseisesti, sanotaan etta X:ll4 ei ole odotusarvoa.
Esitetdan seuraavaksi esimerkit odotusarvon laskemisesta jatkuville jakaumille.

Esimerkki 5.16. Olkoon X tasajakaumaa Tas(a, b) noudattava satunnaismuuttuja. Tél-
16in X':n odotusarvo on

b

00 b1 1 1

EX:/ xxdx:/x dx:/x2:a+b.
( ) —00 f() a b—a 2(6-&) 2( )

Vilin (a,b) tasajakaumaa noudattavan sm:n odotusarvo sijaitsee siis aina tdméan vélin

puolessavélissd. Tamé sopii hyvin yhteen oletusarvon massakeskipistetulkinnan kanssa:

tasajakaumassa todennédkoisyysmassa on jakautunut tasaisesti koko vélille, joten paino-

piste on vélin puolessa valissa.
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Esimerkki 5.17. Oletetaan, ettd hehkulampun kestoaikaa tunteina kuvaava satunnais-
muuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A = 0.001, eli X ~ Exp(0.001).
Mika on lampun kestoajan odotusarvo?

Lasketaan ensin eksponenttijakaumaa noudattavan sm:n odotusarvo yleisessa tapauk-
sessa osittaisintegroinnilla:

EX)= /OO zf(x)de = /Oox)\e”\"”dx

= /Oox( e‘”)—/oool (—e ) dz

RN
=03 /e DY

Siten hehkulampun kestoidn odotusarvo on E(X) = % = 1000 tuntia.

Olemme viimeisissé luvuissa késitelleet diskreettejé ja jatkuvia satunnaismuuttujia ja
esitelleet niiden eroja. Yleisimmat jakaumat, joita kurssilla kaytamme, ovat joko diskreet-
teja tai jatkuvia. Jakauman ei kuitenkaan tarvitse olla yksinomaan diskreetti tai jatkuva,
kuten seuraavassa huomautuksessa todetaan.

Huomautus 5.18. Satunnaismuuttujan jakauman ei valttdméatta tarvitse olla diskreet-
ti tai jatkuva, vaan satunnaismuuttuja voi noudattaa myos ns. sekatyypin jakaumaa.
Esimerkki téllaisesta satunnaismuuttujasta on hehkulampun kestoikéa, jos oletetaan etta
kymmenesosa lampuista on viallisia, eli niiden kestoiké on nolla, ja loppujen lamppujen
kestoikéd noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 0.001. Taméan jakauman kertyma-
funktio on
0, kun x <0
F(x)=<¢1L kuan =0
&+ (1 —e 00 - kun x> 0.

5.3 Satunnaismuuttujan muunnos

Satunnaismuuttujan muunnoksella tarkoitetaan satunnaismuuttujasta jonkin funktion avul-
la saatua toista satunnaismuuttujaa. Seuraavassa lauseessa esitellian muodollisemmin,
mité talla tarkoitetaan.

Lause 5.19. Satunnaismuuttujan muunnos. Jos g : R — R on funktio ja X on satun-
naismuuttuja, myos Y = g(X) on satunnaismuuttuja.

91



Merkinta Y = g(X) tarkoittaa téssé yhteydessd, ettda Y (w) = g(X(w)), missd w € .
Muunnos Y on siis yhdistetty funktio (g o X)(w).

Oikeastaan olemme jo aiemmin téassa luvussa kasitelleet satunnaismuuttujan muun-
nosta normaalijakauman yhteydesséi. Esimerkissa [5.14] johdimme normaalijakautuneesta
satunnaismuuttujasta X funktion =2 avulla standardoidun muunnoksen Z ~ N(0,1).
Viela yksinkertaisempi muunnos sm:sta X voisi olla esimerkiksi Z, = 2X tai Z3 = VX,

Perehdymme myohemmin kappaleessa tarkemmin satunnaismuuttujien muunnok-
siin ja niiden pistetodennakoisyys- tiheys- ja kertyméafunktioiden laskemiseen. Toistaiseksi
riittaa, ettd lukija on kuullut muunnoksen késitteestéd ja hahmottaa suurin piirtein, mita
se tarkottaa.

5.4 Harjoitustehtavia

1. Paikallisjunan pitaisi saapua Helsinkiin klo 13:03. Junan myohastymisaika on sa-
tunnaismuuttuja, joka jakautuu tasaisesti yli vélin (-2, 8) (minuuttia). Laske toden-
nékoisyys, ettd juna saapuu
(a) ajoissa,

(b) myohemmin kuin 13:05:20,

(c) korkeintaan 1,5 minuuttia myo6héssé.

2. Maéaritda E(X), kun X:114 on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla f, missa

(a) f(z)=1Lel™*l | missi z €R,
(b) flz)=2=  missid z > 2,
(¢) f(z) =xze 2  missi z > 0.

3. Helsingin vuosittainen sademéara noudattaa normaalijakaumaa parametreilla p =
655 ja 0> = 900 (mm). Laske todennékéisyys, ettd seuraavan vuoden sademéiiri
ylittaa 800 mm.

4. Jatkuvalla satunnaismuuttujalla X on tiheysfunktio f(z) = Ccos(x), kun =F <z <
%, ja f(x) = 0 muulloin.

(a) Selvita vakion C' arvo.
(b) Laske P(X < 1).

5. Tehdas valmistaa jaadkaappeja, joiden kestoaika kulutuksessa on jakaumaltaan Exp(\).
Tehtaassa voidaan sédadella parametria A\. Mika A:n tulisi olla, jotta todennékoisyys,
etta kestoaika olisi korkeintaan 5 vuotta olisi vahintaan 0.5.
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Luku 6

Odotusarvon ominaisuuksia

Olemme jo aiemmissa luvuissa késitelleet odotusarvon laskemista diskreeteille ja jatkuville
satunnaismuuttujille. Téssa kappaleessa tutustutaan tarkemmin odotusarvon ominaisuuk-
siin ja esitelldan, miksi odotusarvon késite on todennékoisyyslaskennassa kaytannollinen.
Lisaksi tutustumme varianssin ja kovarianssin kasitteisiin. Varianssi on satunnaismuut-
tujan hajonnan mitta ja kovarianssi kahden satunnaismuuttujan valisen riippuvuuden
mitta.

Havainnollistetaan viela aluksi satunnaismuuttujan jakauman, odotusarvon ja varians-
sin késitteitd jakaumien kuvaajien avulla. Kuten olemme aiemmissa luvuissa oppineet, sa-
tunnaismuuttujan jakauma méaardd kuvaajan muodon, odotusarvo sijainnin (x-akselilla)
ja varianssi leveyden.

20%-
15%-

10% -

Tiheysfunktio f{x)

2% -

0% -
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Kuva 6.1: Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan X tiheysfunktion kuvaaja. Odotusar-
vo ji = —b, varianssi 0% = 22 = 4,

20%-

15%-

10% -

Tiheysfunktio f(x)

5% -

0% -

Kuva 6.2: Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan X tiheysfunktion kuvaaja. Odotusar-
vo ji = 3, varianssi 02 = 4% = 16.

6.1 Odotusarvo

Muistetaan vielé, etta diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo maaritelliin summana
o
E(X)=> ;f(x;), missd f on smm X ptnf
i=1
ja jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo integraalina
o0
E(X) :/ xf(z)dz, missd f on sm:n X tf,
—0o0
mikali kyseinen summa ja integraali suppenevat itseisesti. Odotusarvolla on seuraavat

ominaisuudet, joita lukija voi yrittaé itse osoittaa diskreetin tai jatkuvan satunnaismuut-
tujan tapauksessa.

Lause 6.1. Odotusarvon ominaisuuksia. Satunnaismuuttujille X ja'Y, joiden odotusarvot
ovat olemassa, pdtee:
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(i) (Positiwvisuus) Jos X >0, niin E(X) > 0.

>
(ii) (Lineaarisuus) E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y) kaikille a,b € R.
(iii) (Monotonisuus) Jos X < Y[, niin E(X) < E(Y).
(iv) Jos X >0 ja E(X) =0, niin sm X on vakio arvolla 0, eli P(X =0) = 1.
(v) Jos X:lld ja Y :lld on sama jakauma, niin E(X) = E(Y).
(vi) (Vakion odotusarvo) Jos vakio a € R, niin E(a) = a.

(vii) Jos X 1LY, niin satunnaismuuttujalle XY on odotusarvo E(XY) = E(X)E(Y).

Pureudutaan viel& hieman tarkemmin edellisen lauseen [6.1] kohtaan (ii). Suoraan koh-
dan (i) ominaisuudesta seuraa todennékoisyyslaskennassa tarkeéd tulos, jonka mukaan
satunnaismuuttujien odotusarvojen summa on yhti kuin niiden summien odo-
tusarvo. Téta tulosta kutsutaan odotusarvon lineaarisuudeksi. Esitetdan ensin tulos ja
sen todistus muodollisemmin, ja havainnollistetaan odotusarvon lineaarisuutta taman jal-

keen esimerkin avulla.

Lause 6.2. Odotusarvon lineaam’suusﬂ Olkoot X1, Xs, ..., X, satunnaismuuttujia, joilla
on ddrelliset odotusarvot, eli E(X;) < oo kaikilla i = 1,...,n. Tdlldin satunnaismuuttu-
jien summan odotusarvo saadaan niiden odotusarvojen summana:

B(YX) = > B(X).
i=1 i=1
Todistus. Todistetaan lause induktion avulla.
Kun n = 2, niin lauseen [6.1{ kohdan (i) nojalla
B(X1 + Xs) = B(X1) + E(X,).

Oletetaan, ettd kun n = k, niin

Nyt, kun n = k£ + 1, niin

k+1 k k k+1
E(Z Xi) = E(ZXz + Xk—i—l) =Y E(X)) 4+ E(Xp1) = ) E(X)).
i=1 i=1 =1 =1

Toinen yhtésuuruus seuraa induktio-oletuksesta ja lauseen kohdasta (7). [

1Sanomme, ettd X <Y mikili X (w) <Y (w) kaikilla w € Q
2engl. linearity of expectation
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Siirrytédan seuraavaksi esimerkkiin. Téssé tapauksessa satunnaismuuttujien perusjouk-
ko on aérellinen ja satunnaismuuttujia on vain kaksi, mutta kuten lause [6.2] osoittaa, tulos
pétee yleisesti useammillekin satunnaismuuttujille, jotka voivat olla myods jatkuvia.

Esimerkki 6.3. Kasino tarjoaa seuraavanlaista pelia: 10 euron panoksella pelaaja saa
heittaéd kolikkoa 3 kertaa. Jokaisesta kruunasta pelaaja voittaa 5 euroa. Lisdksi pelaaja
saa heittad noppaa ja mikali silmaluku on 6, pelaaja voittaa 10 euroa. Kannattaako pelia
pelata?

Mallinnetaan tilannetta satunnaismuuttujien Xja Y avulla. Olkoon sm X yksittaisella
kolikonheitolla voitettu rahamééara ja sm Y nopanheitolla voitettu rahamaéaéré. Selvasti
E(X) =5 1ja E(Y) =10-¢. Nyt odotusarvo pelaajan voittamalle rahasummalle on
odotusarvon lineaarisuuden nojalla

5 10 45 10 55
EBX+Y)=3EX)+EY)=3 - -4—=—4+—=—.
(X +Y) =3E(X) 4+ BY) =30 4 g = ¢+ = =
Kun vidhennetdan voiton odotusarvosta osallistumismaksu, huomataan etta % —10 = —%,
joten pelin odotusarvo on negatiivinen, eli pelia ei kannata pitkalld tahtaimella pelata.

Toistaiseksi olemme késitelleet vain tilanteita, joissa satunnaismuuttujilla todella on
odotusarvo. On kuitenkin hyvd muistaa, ettd nain ei aina valttamatta ole, vaikka asian
hahmottaminen intuitiivisesti voi olla hankalaa. Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkeja
diskreetistd ja jatkuvasta jakaumasta, joilla ei ole odotusarvoa.

Esimerkki 6.4. Pietarin paradoksi ja Cauchy-jakauma.

(i) Pietarin paradoksi. Tarkastellaan seuraavaa pelid: heitetdén kolikkoa, kunnes saa-
daan ensimmiéinen kruuna. Pelaaja voittaa 2% dukaattia, missd k& on heittojen méaara.
Kuinka paljon tasta pelistd kannattaa maksaa?

Merkitéén pelista saatavaa voittoa sm:lla X, jonka arvojoukko on {2,4,8, ... }. Kos-
ka tn saada ensimmaéinen kruuna k:nnella heitolla on 2%, X:n pistetodennékoisyys-
funktio on

1
f(z) == Kkaikille z€{2,4,8...}.
T

Voiton odotusarvoksi saadaan:
E(X)=> apf(zr) =) 2 ~?221:oo.
k=1 k=1 i=1
Siten pelistd kannattaa periaatteessa maksaa mielivaltaisen paljon!

Tama perustuu siihen, ettd pelaajan panos on rajoitettu, mutta kasinon (= pelin tar-
joajan) maksama voittosumma on periaatteessa rajoittamaton. 'Paradoksi’ ratkeaa,
kun oletetaan, ettéd kasinon maksamalla voittosummalla on jokin yliraja.
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(ii) Cauchy-jakauma. Satunnaismuuttuja X noudattattaa (standardi-)Cauchy-jakaumaa,
jos sen tiheysfunktio on

kaikille =z € R.

Talloin merkitdan X ~ Cauchy(0,1). Cauchy-jakaumaa kéytetéén yleisesti esimerk-
kina jakaumasta, jolla ei ole aérellistd odotusarvoa eikd varianssia. Odotusarvolle
tamé voidaan todeta integroimalla. Jakauman symmetrisyyden nojalla:

= 1o 2 /
/_Oo|m|f(x)d$:;/0 Hizda::o/ln(l—kﬁ):oo,

Tarkastellaan viela hetki satunnaismuuttujien muunnosten odotusarvoja. Lineaarisen
muunnoksen odotusarvoa késittelimme jo esimerkissi [6.3] Yleisesti muunnoksen odotusar-
vo voidaan ajatella muunnoksen arvojen painotettuna keskiarvona, missa painoina toimi-
vat kunkin arvon todennékoisyydet. Diskreetin satunnaismuuttujan muunnokselle odo-
tusarvo saadaan summana, jossa muunnoksen arvoja g(z) kerrotaan vastaavilla todenné-
koisyyksilla f(z), ja jatkuvan satunnaismuuttujan muunnokselle vastaavana integraalina.

Lause 6.5. Diskreetin satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo. Jos X on diskreetti
satunnaismuuttuja, jonka ptnf on f, ja arvojoukko X () = {x1,x2,...}, ja Y = g(x) sen
muunnos, niin sm:n'Y odotusarvo on

B(Y) = B(g(X)) = Y ala) f(x2)

mikadli kyseinen sarja suppenee itseisesti.
Ja vastaavasti jatkuvalle satunnaismuuttujalle:

Lause 6.6. Jatkuvan satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo. Jos X on jatkuva sa-
tunnaismuuttuja tf:lla f ja Y = g(X) sen muunnos, niin sm:n'Y odotusarvo on

mikdli kyseinen integraali suppenee itseisesti.
Havainnollistetaan muunnoksen odotusarvon laskemista seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 6.7. Diskreetin ja jatkuvan sm:n muunnoksen odotusarvo.
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(i) Erddssi nopanheittopelissd pelaajan voittosumma méérdytyy nopan silmaluvun kaut-
ta siten, ettd voittosumma on nopan silméluku korotettuna toiseen potenssiin. Kan-
nattaako pelid pelata, jos osallistumismaksu on 15 euroa?

Olkoon satunnaismuuttuja X nopan silméluku, jolloin pistetodennékéisyysfunktio
f(x) = ¢ kaikille z € {1,...,6}. Olkoon satunnaismuuttuja ¥ smmn X muunnos
Y = X2, Tallsin

o~ ol 01
E(Y) = E(X?) =} i*c = = ~ 15,167,
=1

Toisin sanoen pelin pelaaminen on pitkélla aikavililla kannattavaa, silla voiton odo-
tusarvo on osallistumismaksua suurempi.

(ii) Satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasajakaumaa vililli [0,5]. Laske F(v/X).
Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(z) = £. Nyt

B = [t~ [ Voo [ ek [ e
:/5\/51:/52$3/2 2_\/@_2_\/@
0 )

15 15 15
~ 1.49

Huomaa, etté koska esimerkin muunnokset eivit ole lineaarisia, niin E(g(X)) ja g(E(X))
eivat ole sama asia: Kohdassa (i):

E(X?) = 961 435 = B(X)?

ja kohdassa (ii):

E(VX) = 2 '1\5@ £ 25 = \/E(X).

6.2 Varianssi ja keskihajonta

Olemme tahéan asti kasitelleet jakaumien tunnusluvuista ainoastaan odotusarvoa. Siirry-
tdan seuraavaksi toiseen tarkeddn tunnuslukuun, varianssiin, ja sen johdannaiseen, kes-
kihajontaan. Varianssi ja keskihajonta kuvaavat satunnaismuuttujan jakauman hajontaa,
eli sitéd kuinka paljon satunnaismuuttujan arvot keskiméarin poikkeavat sen odotusarvos-
ta. Varianssi on odotusarvo satunnaismuuttujan arvojen nelididysta poikkemasta sm:n
odotusarvosta ja keskihajonta taas varianssin neliojuuri. Esitetdan seuraavaksi varianssin
ja keskihajonnan maéaritelmat.
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Maéritelmi 6.8. Varianssi. | Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo E(X)
on olemassa ja darellinen. X:n varianssi on

Var(X) = E (X — E(X))?],

mikéli kyseinen odotusarvo on olemassa. Jos F(X) on olemassa, mutta E [(X — E(X))?] =
00, sanotaan, ettd X :n varianssi on adreton. Varianssille voidaan kayttaa myos merkintoja
D*(X) tai 02 (tai 0%, jos kisitellain useampia satunnaismuuttujia ja halutaan tdsmentid,
ettd kyseessd on nimenomaan X:n varianssi).

Maaritelma 6.9. Keskihajonta. E| Satunnaismuuttujan X varianssin neliojuurta
Var(X)

kutsutaan X :n keskihajonnaksi. Keskihajonnalle voidaan kiyttda myos merkintoja D(X),
o tai ox.

Varianssin laskeminen maaritelmén [6.8 avulla voi olla monesti haastavaa. Osoittautuu
kuitenkin, ettd varianssin kaava voidaan esittda myos satunnaismuuttujan toisen momen-

tinP] avulla.

Maéritelmd 6.10. Toinen momentti. Satunnaismuuttujan nelién odotusarvoa E(X?)
kutsutaan sen toiseksi momentiksi. Diskreetille satunnaismuuttujalle X, jonka ptnf on f
se voidaan laskea seuraavana summanas:

E(X?) =% aif(x:)
i=1
ja jatkuvalle satunnaismuuttujalle Y, jonka tf on g vastaavana integraalina:

B(Y?) = /O; y?g(y) dy.

Nyt satunnaismuuttujan varianssi voidaan laskea seuraavalla kaavalla:

3engl. variance. Lisdksi lukijalle huomautuksena, ettéd varianssi mééritellisin tdméan méiritelmin mu-
kaisesti 1ahinnd matemaattisen mukavuuden vuoksi. Satunnaismuuttujan ”jakauman leveytta” eli keski-
médréistd poikkeamaa odotusarvosta voi mitata myos esimerkiksi keskihajonnalla tai keskipoikkeamalla
E(|X—E(X)]), mutta varinssin ominaisuudet tekevit siitd ylivertaisen teoreettisessa tarkastelussa. Mikéli
varianssin sijaan kéytettaisi jotain muuta tunnuslukua kuvaamaan hajonnan astetta, ei tdssa kappaleessa
esitetyt laskusdannot pitdisi paikkaansa.

4engl. standard deviation

5Jakaumien tunnuslukuja eli momentteja voidaan laskea momentit generoivien funktioiden, eli mo-
menttiemdfunktioiden avulla. Aihetta kisitelladn lisdd myohemmilld kursseilla.
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Lause 6.11. Jos satunnaismuuttujan toinen momentti E(X?) on olemassa, myds sen
varianssi on ddrellinen, ja saadaan kaavasta

Var(X) = B(X?) — [E(X)).
Todistus. Odotusarvon olemassaolo seuraa aina toisen momentin olemassaolosta, silla
lz| <1+ 2% kaikille z€R.
Nyt véite seuraa odotusarvon lineaarisuudesta (Lauseen toinen kohta):
Var(X) = E [(X — B(X))?] = E [X? = 2X E(X) + E(X)?] = B(X?) — [E(X)].
O

Huomautus 6.12. Olethan varovainen merkintéjen kanssa! Usein merkitadan [F(X)]? =

E(X)?, joten pidithan huolta siité, etté olet aina perilld neliditévista termista. Kaytdmme
myo6s téssd materiaalissa jatkossa merkintdd F(X)?2.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkia varianssin laskemisesta tasajakautuneelle satun-
naismuuttujalle.

Esimerkki 6.13. Olkoon X vilin (a,b) jatkuvaa tasajakaumaa noudattava satunnais-
muuttuja, eli X ~ Tas(a,b), jolloin Xm odotusarvo on E(X) = $(a+b). Lasketaan ensin
X toinen momentti:

b

o b2 1 b3 — a3
aydo = [ de= o [t = 2T
vl dr= | de =g J U =3y

a

B(x?) = [

—00

Varianssi saadaan nyt laskettua lauseen nojalla:

v —a? 1
¢ { b—a)’.

Var(X) = B(X?) = [E(X)P = —% _[Za+ b)}

3b—a) |2 =1

Laskemalla varianssi suoraan méaritelméasté oltaisiin tassa paadytty hyvin samankal-
taisiin laskuihin.

Muistetaan vield satunnaismuuttujien muunnoksen késite, jota olemme késitelleet vii-
meisimmissa luvuissa. Satunnaismuuttujan muunnoksen yksi erikoistapaus on lineaarinen
muunnos, jonka varianssi saadaan seuraavalla kaavalla.

Lause 6.14. Lineaarimuunnoksen varianssi. Jos satunnaismuuttujan X varianssi on ole-
massa ja a,b € R, niin

Var(aX +b) = a*Var(X).
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Todistus.
Odotusarvon lineaarisuuden nojalla F(aX + b) = aE(X) + b, joten

Var(aX +b) = E([aX +b—aE(X) — b]*) = a®E([X — E(X)]?) = a*Var(X).
]

Vakion lisdidminen satunnaismuuttujaan ei siis muuta jakauman varianssia, mutta va-
kiolla kertomisen vaikutus on neli6llinen. Ta4mé& on intuitiivista siind mielessé, ettd va-
rianssi mittaa nimenomaan keskiméaraista nelioitya poikkeamaa odotusarvosta.

Seuraavassa lauseessa esitetadn vield muutamia varianssin ominaisuuksia, joiden ole-
massaolo on hyvi muistaa.

Lause 6.15. Varianssin ominaisuuksia. Satunnaismuuttujille X ja 'Y, joiden varianssit
ovat olemassa, pdtee:

(1) Var(X) >0
(ii) Jos Var(X) = 0, niin X on vakio.
(1ii) Jos X 1LY, niin Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Todistus.
(i) Koska (X — E(X))? > 0, niin Var(X) > 0, mikéili se on reaalilukuna olemassa.
(ii) Jos Var(X) = 0, niin
P(X = BE(X)) = P((X - BE(X))* =0) =
joten X saa arvon E(X) todennékéisyydelld 1, eli X on vakio.

(
(i) E(X4Y) = E(X)+E(Y), joten riippumattomuuden nojalla

Var(X +Y) = E[(X — E(X)+Y — (EY))?]
= E[(X — B(X))* + 2(X EX)(Y —EX))+(Y - E(Y))?
= E[(X - E(X))?+ (Y - E(Y))?] + [2<X EX)(Y - E(Y))]

E(
r(X)+Var(Y)+2-O-O

I
2

]

Edellisen lauseen kohta (i7) eli riippumattomien satunnaismuuttujien varianssin sum-
man kaava yleistyy myos useammalle satunnaismuuttujalle:
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Lause 6.16. Jos satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ovat riippumattomia, eli Xy, ..., X, 1L,
ja niiden varianssit ovat ddrellisid, niin

Var (i Xi> = iVar(Xi).

=1

6.3 Kovarianssi ja korrelaatio

Satunnaismuuttujien valista lineaarista riippuvuutta kuvataan niiden yhteisvaihtelulla, eli
kovarianssilla. Esitellaan heti seuraavaksi kovarianssin méaritelmaé:

Maéritelma 6.17. Kovarianssi.[f] Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joilla on odotusar-
vot F(X) ja E(Y). Niiden vélinen kovarianssi on

Cov(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]),

mikali kyseinen odotusarvo on olemassa. Osoittautuu myos, etta kovarianssin olemassao-
lolle riittava ehto on, ettd X:n ja Y:n toiset momentit ovat darellisia.

Seuraava lause esittelee kovarianssin méaritelmésté seuraavia ominaisuuksia. Erityi-
sesti toinen kohta kertoo, ettd varianssi on erityistapaus kovarianssista: se on satunnais-
muuttujan kovarianssi itsensa kanssa.

Lause 6.18. Kovarianssin ominaisuuksia.
(1) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

(7i) Var(X) = Cov(X, X)

(7ii) Cov(aX,Y) = aCov(X,Y)

Todistus. Ensimmaéinen ja toinen kohta seuraavat suoraan kovarianssin maéritelmasta

(6.17), kolmas kohta jétetdén harjoitustehtavaksi. O

Kuten varianssi, myos kovarianssi voidaan esittda muodossa, joka monesti yksinker-
taistaa laskuja:

Lause 6.19. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joiden toiset momentit ovat ddrellisid.
Tdlloin
Cov(X,Y)=E(XY)—- EX)E(Y).

Sengl. covariance
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Todistus. Harjoitustehtava. Kannattaa rohkeasti aloittaa kertomalla odotusarvon sisélla
oleva tulo auki. ]

Yleensa kovarianssin sijaan satunnaismuuttujien vélisen lineaarisen riippuvuuden ku-
vaamiseen kaytetdan normalisoitua kovarianssia, eli korrelaatiota, joka saadaan jakamalla
tarkasteltavien muuttujien kovarianssi niiden keskihajonnoilla.

Maéiritelmé 6.20. Korrelaatid] Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot
ja toiset momentit ovat darellisid. Niiden vélinen korrelaatio on

orr _ Cov(X,Y)
Com(X,¥) \/Var(X)Var(Y)

Korrelaation arvot sijaitsevat aina valilla [—1,1]. Korrelaation arvo 1 kuvaa taydel-
lista lineaarista riippuvuutta, ja -1 tdydellista negatiivista lineaarista riippuvuutta. Kor-
relaation arvo 0 taas tarkoittaa, ettei tarkasteltavien muuttujien valilla ole lineaarista
riippuvuutta.

Osoittautuukin, etta riippumattomien satunnaismuuttujien vélinen kovarianssi, ja si-
ten myos korrelaatio, todellakin on 0. Seuraava lause seuraa suoraan lauseen kohdas-
ta (vit), jonka mukaan riippumattomien satunnaismuuttujien odotusarvo saadaan niiden
odotusarvojen tulona.

Lause 6.21. Jos X ja Y owvat ritppumattomia, eli X 1LY, niin
Cov(X,Y) =0,

ja siten myos

Corr(X,Y) =0.
Todistus.
Cov(X,Y)=EXY)-EX)EY)=EX)E(Y)—-EX)E(Y)=0.
H

Huomautus 6.22. Jos Cov(X,Y) = 0, sanotaan, ettd X ja Y ovat korreloimattomia.
Edellisen lauseen nojalla riippumattomuudesta seuraa aina korreloimattomuus. Mutta
korreloimattomuudesta ei kuitenkaan valttamatta seuraa riippumattomus. Tama johtuu
siita, ettd kovarianssi ja korrelaatio mittaavat pelkastaan muuttujien valista lineaarista
riippuvuutta. Jos riippuvuus on epalineaarista, kovarianssi ei valttaméttéa tavoita sité.

Tengl. correlation
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Esimerkiksi standardinormaalijakauman tiheysfunktio on symmetrinen odotusarvon 0
suhteen, joten F(X) = E(X?) = 0. Tasta seuraa, ettd standardinormaalijakautuneelle
muuttujalle X ~ N(0,1) ja sen neliélle

Cov(X,X*) =FE(X-X*) - E(X)E(X*)=0-0=0,
mutta tietenkdin X ja X2 eiviit ole riippumattomia.

Satunnaismuuttujien summan varianssi saadaan laskettua niiden kovarianssin avulla.
Satunnaismuuttujien erotukselle ja lineaarikombinaatioille voidaan laskea kaava vastaa-
valla tavalla. Erityisesti, jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomia, niiden summan
varianssi saadaan niiden varianssien summana, kuten lauseen kohdasta (7i7) muis-
tamme.

Lause 6.23. Jos satunnaismuuttujien X ja Y wvarianssit ovat darellisia, niin
Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
Erityisesti, jos X 1LY, niin
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Todistus. Todistus saadaan laskemalla neliot auki ja soveltamalla odotusarvon lineaari-
suutta:

Var(X +Y) = E((X +Y)?) = E(X +Y)?
= BE(X*) +2BE(XY)+ E(Y?) - BE(X)* -2E(X)E(Y) — E(Y)?
= Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Viitteen toinen osa seuraa lauseesta[6.21], jonka mukaan riippumattomille satunnaismuut-
tujille Cov(X,Y) = 0. O

Seuraava esimerkki niputtaa yhteen téssa luvussa oppimiamme asioita. Ennen esi-
merkkia esitelladn C'auchyn — Schwarzin epayhtélo, jota tarvitsemme esimerkissa.

Lause 6.24. Cauchyn-Schwarzin epdayhtilo. Satunnaismuuttujille X ja Y pdtee

[E(XY)| < E(XY]) < JE(XP)WE(Y])

Nyt voimme siirtya itse esimerkkiin. Lukija voi ensin yrittda ratkaista ongelmaa itse
ja ottaa tarvittaessa mallia esimerkista.
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Esimerkki 6.25. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joilla on varianssit. Osoitetaan
seuraavat ehdot yhtapitaviksi:

(i) Cov(X,Y) =0,
(i) B(XY) = B(X)E(Y),
(iii) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Varianssien Var(X) ja Var(Y') olemassaolosta seuraa, ettd myos odotusarvot E(X?),
E(Y?), E(X) ja E(Y) ovat olemassa, jolloin lauseen [6.24 nojalla myés odotusarvo E(XY")
on olemassa. Nyt satunnaismuuttujilla X ja Y on kovarianssin méaaritelméan ja
lauseen perusteella kovarianssi

Cov(X,Y)=E[(X - EX))(Y —EY))]=EXY)—-EX)EY).
Satunnaismuuttujalla X 4+ Y on olemassa varianssi

Var(X + V)= E(X +Y)?) = BE(X +Y)? = E(X? + 2XY +Y?) — (E(X) + E(Y))*
= E(X)+2E(XY)+E(Y? — BE(X)? -2BE(X)E(Y) — E(Y)?

= (BE(X?) — E(X)?) + 2(E(XY) = E(X)E(Y)) + (E(Y?) - E(Y)?)
= Var(X) 4 2Cov(X,Y) + Var(Y).

~—

—~
~—

Nyt ndhdaén, ettéa
Cov(X,Y) =04 E(XY) — E(X)E(Y) =0 E(XY) = B(X)E(Y)
eli ehdot (7) ja (i7) ovat yhtépitavid. Lisdksi ndhdaén, etta
Cov(X,Y) =0« Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

eli ehdot (7) ja (4i7) ovat yhtépitavid, jolloin kaikki ehdot ovat yllapitavia.
Huomaa, ettéd yhdestédkadn ehdosta ei seuraa X:n ja Y:n riippumattomuus.

6.4 Harjoitustehtavia

1. Tasoon piirretyn kolmion karkina ovat origo, ja x- ja y-akseleilta satunnaisesti va-
litut pisteet X ja Y, jotka ovat riippumattomia ja noudattavat normaalijakaumaa
parametreilla 1 = 0, 02 = 1. Laske kolmion pinta-alan odotusarvo.

2. Olkoot X, Y ja Z riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla kaikilla on sama odo-
tusarvo p ja varianssi o2. Laske odotusarvo ja varianssi sm:ille
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. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa tavallisen nopan silmélukua yhdelld hei-
tolla. Etsi Var(X).

. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio f(z) = 2z, kun 0 < z < 1. Etsi
Var(X).

. (Ross Exercise 7.14) Korttipakasta jaetaan 13 kortin bridge-kési. Olkoot satunnais-
muuttujat X ja Y herttojen ja édssien lukumadra kidessi. Nayté, ettd X ja Y ovat
korreloimattomia. Entd ovatko ne riippumattomia?

. (Ross Example 7.4a)Olkoot X ... X, riippumattomia, samoin jakautuneita satun-
naismuuttujia odotusarvolla y ja varianssilla 02 ja X = Y, X; néiden otoskeskiar-

vo. Miké on otoskeskiarvon varianssi Var(X)?

. Kahta noppaa heitetdan. Olkoon sm X = ”1. nopan silméiluku” ja sm Y = "piste-
lukujen summa”. Laske Corr(X,Y).
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Luku 7

Raja-arvolauseet

Tassa luvussa siirrytdan jakaumista ja niiden tunnusluvuista todennakoéisyyden teorian
ja todennéakoisyyslaskennan merkittavimpien tulosten pariin. Luvussa esitellyt tulokset
mahdollistavat teorian kehittdmisen lisdksi myos tarkeitd kdytdnnon menetelmia, kuten
luvun lopussa kasiteltdvan normaaliapproksimaation.

7.1 Epayhtaloita

Seuraavaaksi esittelemme kaksi todennakoisyyslaskennan keskeisinté epéayhtaloa: Marko-
vin ja T8ebysevin epéyhtilstl] Niiden avulla voidaan laskea yldrajoja satunnaismuuttu-
jien "hantatodennakoisyyksille”; eli todennakoéisyyksille, etta satunnaismuuttujien arvot
poikkeavat satunnaismuuttujan odotusarvosta vihintaan jonkin vakion verran, vaikka sa-
tunnaismuuttujan pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio ei olisi tiedossa.

Markovin epayhtalossa oletetaan pelkéastadn, etté epanegatiivisen satunnaismuuttujan
odotusarvo on tunnettu: taman perusteella todennéakoéisyys, etta X :n arvo on vahintaan a,
on pienempéa kuin X :n odotusarvo jaettuna a:lla. Markovin epayhtéalon todistuksessa tar-
vitaan satunnaismuuttujan karakteristisia funktioita, joita ei olla késitelty talla kurssilla,
joten todistus ohitetaan.

Lause 7.1. Markovin epiyhtild[] Jos X > 0 ja X odotusarvo on olemassa, niin

E

—~

X
) kaikille a > 0.

P(X >a) <

Q

'Nimitykset vaihtelevat ulkomaisessa kirjallisuudessa: monesti myés Markovin epdyhtélod kutsutaan
Tsebysevin epéayhtaloksi.
2engl. Markov’s inequality
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Jos p = E(X) > 0, asettamalla a = ku Markovin epayhtélo voidaan myo6s kirjoittaa
muodossa

1
P(X > ku) < Z kaikille k& > 0.

Markovin epayhtélon mukaan siis todennédkoisyys, ettd X:n arvo on vahintédan k kertaa
sen odotusarvo, on pienempéé kuin 1/k. TAmé& muoto ndyttdd myos selkeimmin yhtey-
den TsebySevin epayhtaloon. Naitd kutsutaankin joskus ensimmaéisen (Markov) ja toisen
momentin (TSebySev) epdyhtaloiksi.

Tsebysevin epayhtaloa voidaan soveltaa kaikille satunnaismuuttujille, joiden odotusar-
vo ja varianssi tunnetaan. TSebysSevin epayhtdlon mukaan todennakoisyys, ettd satun-
naismuuttujan arvot poikkeavat vihintaén k:n keskihajonnan verran satunnaismuuttujan
keskiarvosta, on pienempéad kuin 1/k?.

Lause 7.2. Tsebysevin epiyhtilé[’] Jos X on satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo y =
E(X) ja varianssi 0® = Var(X) > 0 ovat olemassa, niin

1 _
P(|X —p| > ko) < = kaikille k> 0.
Todistus. Sovelletaan Markovin epdyhtélod satunnaismuuttujalle | X — p|? ja vakiolle a =
k202, seké varianssin méadritelméaé:
E(X —pf) _ o* 1

P(X = > ko) = PX — pf? > K20?) < = HD) = 2=

O]
Sovelletaan seuraavaksi Markovin ja TSebySevin epayhtaloitd kdytdnnon esimerkissa.

Esimerkki 7.3. Jatkoa esimerkeille ja [5.17] Tarkastellaan jélleen hehkulamppuja,
joiden kestoaika X noudattaa eksponenttijakaumaa, jonka odotusarvo on 1000 tuntia, eli
X ~ Exp(0.001).

Koska X > 0, Markovin epayhtalosta saadaan ylarajat todennékoisyydelle, etta lamp-
pu palaa vahintdan 3000 tuntia:

1
P(X 2 3000) = P(X > 3p) < 5.

Eksponenttijakauman varianssiksi saadaan osittaisintegroinnilla 1/\?; siten X :n keskiha-
jonta on ¢ = 1/A = 1000. Kun tunnetaan varianssi, TSebySevin epayhtélosta saadaan
tiukempi ylaraja:

1
P(X = 3000) < P(IX — | 2 20) < 7.

3engl. Chebyshev’s inequality
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Téssé tapauksessa tietenkin tiedimme X:n kertyméfunktion F', joten voimme laskea ky-
seiselle todennakoisyydelle tarkan arvon:

P(X > 3000) = 1 — F(3000) = ¢~ 0013000 — =3 ~ (,05.

Seuraavaan taulukkoon on vielé laskettu Markovin ja TSebySevin epayhtalosta lasketut
ylarajat, seka tarkat arvot ylla tarkastellun X:n hantédtodennakoisyyksille.

T Markov TSebySev Tarkka kf:sta laskettu P(X > z)
3000 0.33 0.25 0.050
4000  0.25 0.11 0.018

5000  0.20 0.0625 0.007
10000 0.10 0.012 4.54-107°

Huomataan, etta epayhtaloiden avulla saadut ylarajat ovat melko karkeita, ja toisaal-
ta, ettd suurille poikkeamille TSebysevin epayhtéalosta saadaan huomattavasti tiukempi
ylaraja. Tama selittyy silla, ettd TSebySevin epayhtalossia kdytossd on enemmén infor-
maatiota: odotusarvon lisdksi myos varianssi.

Vaikka Markovin ja TSebysevin epéyhtaloiden antamat rajat osoittautuivat melko
epatarkoiksi, ovat naméa epayhtalot merkittavia, silla kuten jo aiemmin mainittiin, nii-
den avulla voidaan laskea rajoja satunnaismuuttujan arvojen todennéakoisyyksille, vaikka
sm:n jakauma ei olisi tiedossa. Lisdksi Markovin ja TSebysevin epéayhtaloita tarvitaan
monien todennékoisyyslaskennan keskeisten tulosten todistuksissa. Télla kurssilla néista
kasitelldan suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause.

7.2 Raja-arvolauseita

Tassa kappaleessa esiteltavit suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause késittelevét
riippumattoman ja samoin jakautuneenﬁ satunnaismuuttujajononﬂ Xy, ..., X, keskiarvon
(tai vastaavasti summan) kdyttédytymisté, kun satunnaiskoetta toistetaan rajatta. Osoit-
tautuu, etta keskiarvojen jono lahestyy satunnaismuuttujien yhteista odotusarvoa, ja nii-
den jakauma ldhestyy normaalijakaumaa, jonka odotusarvo on myos satunnaismuuttujien
yhteinen odotusarvo.

4Suurten lukujen laista ja keskeisestdi raja-arvolauseesta on olemassa useita eri versioita erilaisilla
oletuksilla. Esittelemme téssé klassiset versiot néisté lauseista; vastaavat tulokset voi kuitenkin osoittaa
myo6s néitd 16yhemmilld oletuksilla.

5Tallaista satunnaismuuttujajonoa kiytdmme usein merkintdd i.i.d, eli independent and identically
distributed.
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Néma raja-arvotulokset ovat keskeisid tilastollisen paattelyn teoriassa. Estimaatto-
reilldf ei monesti pystytd laskemaan tarkkoja jakaumia, vaan sovelletaan keskeisté raja-
arvolausetta, jonka mukaan suurella otoskoolla riippumattomien ja samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujien summat ja keskiarvot ovat likimain normaalisti jakautuneita: taman
perusteella estimaattorin jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla.

7.2.1 Suurten lukujen laki

Aiemmin kéytetty odotusarvon tulkinta uhkapelin keskimadraisend voittona kierrosta
kohti, kun pelid pelataan monta kierrosta, perustuu yhteen todennékoisyyslaskennan kes-
keisistéa tuloksista, suurten lukujen lakiin. Sen mukaan riippumattomien satunnaismuut-
tujien X1, ... X, joilla on sama odotusarvo, keskiarvo ldhenee niiden odotusarvoa, kun n
kasvaa rajatta, eli kun satunnaiskoetta toistetaan n kertaa, ja n — oo. Matemaattisesti
ilmaistuna keskiarvojen jonon raja-arvo (toistojen lukuméaran funktiona) on satunnais-
muuttujien X; yhteinen odotusarvo .

Suurten lukujen laki on myods monien tieteellisten koeasetelmien taustalla: jos otos-
koko on riittavan suuri, niin sen nojalla voidaan olettaa, ettd keskimaérdinen onnistu-
misten osuus kokeessa on ldhella todellista onnistumistodennédkoisyyttéd. Esimerkiksi jos
testataan, parantaako uusi lddke sairauden, voidaan olettaa ettd parantuneiden potilaiden
osuus otoksesta on lahella todellista parantumistodennakoisyytté, jos otoskoko on suuri.

Maéaritelladn ensin, mita tarkoitamme suppenemisella eli konvergenssilla satunnais-
muuttujajonon (joka siis on jono funktioita perusjoukolta reaalilukujen joukolle) tapauk-
sessa. Satunnaismuuttujien konvergenssi voidaan maééaritelld usealla eri tavalla; heikon
suurten lukujen lain yhteydesséd kidytamme ns. stokastista konvergenssia.

Maaritelma 7.4. Stokastinen konvergenssi[] Satunnaismuuttujajono X7, Xo, ... suppe-
nee stokastisesti kohti satunnaismuuttujaa X, jos

lim P(|X, — X|>¢) =0 Kkaikille ¢>0.

n—oo

Talloin merkitdan
X, 5 X,

SEstimaattorilla tarkoitamme arviota tunnusluvusta, jota mallinnetaan satunnaisena. Toisin sanoin,
samalla tavalla kuin mallinnamme ei-realisoituneita eli "tarkasteltaessa satunnaisia” satunnaismuuttu-
jia, tarkastelemme néiden satunnaismuuttujien yhdistelmié, yleisimmin keskiarvoa. Tallaista keskiarvoa
kutsutaan odotusarvon estimaattoriksi ja jo-realisoitunutta satunnaismuuttujien keskiarvoa kutsumme
estimaatiksi. N&ista termeisté lisdd tilastollisen pédittelyn kurssilla.

Tengl. stochastic convergence
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Huomaa, etta vaikka stokastisen konvergenssin yleisessa muotoilussa X voi olla satun-
naismuuttuja, seuraavassa tuloksessa keskiarvojen jono suppenee kohti vakiota p = E(X;).
Nyt voimme muotoilla heikon suurten lukujen lain ja todistaa sen TSebysevin epéyh-
talon avulla. Todistuksen helpottamiseksi teemme yliméaaraisen lisaoletuksen, etta satun-

naismuuttujilla X7, Xo,... on yhteisen odotusarvon lisdksi sama varianssi.
Lause 7.5. (Heikko) suurten lukujen laki, (SLLE. Olkoon X1, Xs,... jono riippumat-
tomia satunnaismuuttujz’cﬂ joilla on sama odotusarvo pu = E(X;) ja varianssi o® =
Var(X;) < oo. Nyt satunnaismuuttujien keskiarvojen

1 n

== Z X

N

jono X1, Xo, ... suppenee stokastisesti kohti satunnaismuuttujien yhteistd odotusarvoa:
X, 5o

eli

lim P(|X, —p| >¢)=0 kaikille > 0.

n—oo

Todistus. Satunnaismuuttujien riippumattomuuden nojalla niiden keskiarvon X,, varians-

si on
Var(X,,) Var< ZX) QZVar _”0 -7

n? n

ja siten keskihajonta on
o

Val“(Xn) - ﬁ
kaikille n € {1,2,...}.
Nyt kaikille € > 0 saadaan TSebySevin epéayhtéalosta kayttaen arvoa k = y/ne/o:
P(IX, = > €) P(|X >k ) L % 0 kmn
n— M| = €)= n — - =— un n — 0o.
a vn K2 ne?

]

Huomautus 7.6. Jos satunnaismuuttujat X, Xs, ... ovat riippumattomia ja samoin ja-
kautuneita, tulos pétee stokastista suppenemista voimakkaammalle konvergenssin muo-
dolle, melkein varmalle suppenemiselleﬂ myos ilman oletusta varianssin olemassaolosta.
Tata vahvaksi suurten lukujen laikst kutsuttua versiota ei kasitella talla kurssilla.

8engl. (weak) law of large numbers, LLN

9Huomaathan, etti satunnaismuuttujien ei oikeastaan tarvitse edes noudattaa samaa jakaumaa vaan
riittéad, ettd jakaumien odotusarvo ja varianssi ovat samat.

10Melkein varma suppeneminen tarkoittaa, ettd jono X1, Xs,... konvergoi kohti satunnaismuuttujaa
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7.2.2 Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan samoin jakautuneen ja riippumattoman satunnais-
muuttujajonon keskiarvon (tai vastaavasti summan) jakauma suppenee kohti tiettya nor-
maalijakaumaa. Madrittelemme ensin tédsméllisesti kertyméfunktioiden avulla, mitd tar-
koittaa satunnaismuuttujajonon suppeneminen jakaumamielessa.

Maaritelma 7.7. Jakaumasuppeneminen. Olkoon X3, Xy, ... jono satunnaismuuttujia,
joiden kertymaéafunktiot ovat Fi, Fy, ..., ja X satunnaismuuttuja, jonka kertymafunktio
on G. Jono (X,,) suppenee jakaumaltaan kohti X:&&, mikéli niiden kertyméafunktioiden
jono suppenee pisteittdin kohti X:4n kertymafunktiota, eli

lim F,(z) = G(x)
kaikissa G:n jatkuvuuspisteisséd x. Talloin merkitdan
d
X, — X.

Seuraavaksi esitimme klassisen version keskeisesté raja-arvolauseesta. Todistuksessa
tarvitaan jalleen karakteristisia funktioita, joten todistus ohitetaan.

Lause 7.8. Keskeinen raja-arvolause[™| Olkoon X1, X,, ... jono riippumattomia samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden yhteinen odotusarvo on p = E(X;) ja varianssi
o? = Var(X;) < oo.

Talloin standardoitujen keskiarvojen jono suppenee jakaumaltaan kohti standardinor-
maalijakaumaa:

V(X = p)/o =5 N(0,1),
tai yhtapitavdsti
VX, — p) =5 N(0,0%).

Keskeinen raja-arvolause tarkoittaa kaytannossa sitéd, ettd jos jostakin jakaumasta,
jonka odotusarvo on p, otetaan n kappaletta usean havainnon otoksia, niin néiden otosten
keskiarvojen jakauma lahestyy normaalijakaumaa odotusarvolla p, kun n kasvaa rajatta.

X todennékoisyydelld yksi, eli kaikkialla muualla paitsi mahdollisesti perusjoukon nollamittaisessa os-
ajoukossa:
P( lim X, =X) =1.

n— oo

Téalloin merkitdédn (a.s. = almost surely):
X, &% X.

Yengl. central limit theorem, CLT
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7.2.3 Normaaliapproksimaatio

Keskeista raja-arvolausetta voidaan kayttaa otoskeskiarvon jakauman approksimoimiseen,
silld jos m on riittavian suuri, riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuut-
tujien X1,..., X, standardoitu (X,:std vihennetdin sen odotusarvo p, ja tulos jactaan
X,,;:n keskihajonnalla =) keskiarvo

V(X —p)/o

noudattaa likimain standardinormaalijakaumaa, mita voidaan merkita

V(X — w)/o & N0, 1).

Talloin normaalijakauman ominaisuuksien nojalla keskiarvon X, jakaumaa voidaan ap-
2
proksimoida normaalijakaumalla N (u, %-), eli

_ 2
X AN (),
n

missi ¢ = F(X;) on satunnaismuuttujien yhteinen odotusarvo, ja 0? = Var(X;) niiden
yhteinen varianssi.

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan myos riippumattomien ja samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujien Xy, ..., X, summan > 7 ; X; jakaumaa voidaan approksimoida seu-

raavalla normaalijakaumalla:

> X; L N (npu,no?).
i=1
Approksimaation tarkkuus riippuu n:n lisiksi myos satunnaismuuttujien Xy, ..., X,

jakaumasta. Jos se muistuttaa normaalijakaumaa, eli on yksihuippuinen ja suhteellisen
symmetrinen, approksimaatio voi olla suhteellisen tarkka jo muutamalla kymmenella ha-
vainnolla. Jos taas jakauma on hyvin vino, kuten esimerkiksi eksponenttijakauma, tark-
kaan approksimaatioon vaaditaan huomattavasti suurempaa otoskokoa. Approksimaation
tarkkuus riippuu myos siitd, mitd kohtaa jakaumasta tarkastellaan: normaaliapproksimaa-
tio on usein tarkempi jakauman keskelld, ja epatarkempi sen hannissa. Esitetdan seuraa-
vassa esimerkissd, miten normaaliapproksimaatiota voidaan soveltaa kaytannossa.

Esimerkki 7.9. Omenoita pakataan laatikkoon. Yhden omenan painon odotusarvo on
200 ja hajonta 20 grammaa. Pakkaaminen lopetetaan heti, kun omenien yhteispaino on
vahintddn 10 kg. Maaritetddn normaaliapproksimaatiota kayttaen P(N < 49), missa N
on laatikkoon sijoitettujen omenoiden lukumaéara.
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Olkoon sm X; ¢:nnen omenan paino, missa ¢ = 1,2, ..., ja sm N laatikkoon pakattujen
omenoiden maara. Nyt normaaliapproksimaatiota kayttaen

49 49
P(N < 49) = P(ZXi > 10000) =1- P(in < 10000)
i=1 i=1
S X —49-200 10000 — 49 - 200
=1- P< <
201/49 20+/49
10000 — 49 - 200
20+/49
10

—1— @(7) ~ 0.077.

> standardointi

~1-— @( ) normaaliapproksimaatio

Monien diskreettien jakaumien, kuten binomi- ja Poisson-jakaumien, kertymafunk-
tiot voidaan ilmaista pelkastdan summina. Ennen tietokoneaikaa ndmé olivat hankalia
laskea, joten monesti turvauduttiin normaaliapproksimaatioon, jossa pystyttiin hyodyn-
tdmédn standardinormaalijakauman kertyméfunktion? taulukoituja arvoja. Diskreette-
ja jakaumia approksimoitaessa ns. jatkuvuuskorjaus monesti parantaa approksimaation
tarkkuutta.

Huomautus 7.10. Jatkuvuuskorjaus. Kun kokonaislukuarvoisen satunnaismuuttujan, eli
satunnaismuuttujan jonka arvojoukko kuuluu kokonaislukujen joukkoon Z, X jakaumaa
approksimoidaan normaalijakaumalla (tai jollain muulla jatkuvalla jakaumalla), voidaan
tarkastella jokaiselle satunnaismuuttujan arvolle k € Z todennakoisyytta

1 1
Plk—=-<X<k+-
< 2= = +2)

k:n pistetodennakoisyyden
P(X =k)

sijaan, silld kokonaislukuarvoiselle satunnaismuuttujalle
1 1
{X:k}:{k—§X§k+}.
2 2
Esimerkiksi jos X on yhden nopan heiton silméluku, niin
{X =2} ={15< X <25},

silld nopan silméaluku voi saada arvoja vain joukosta {1,2,...,6}.

2¢(2) = Fz(2) = P(Z < z2) standardinormaalijakaumaa noudattavalle satunnaismuuttujalle Z ~
N(0,1)
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Taméa on myos erittdin jarkevad, silld normaalijakautuneelle (kuten kaikille muillekin
jatkuvaa jakaumaa noudattaville) satunnaismuuttujalle Y kaikki pistetodennakoisyydet
ovat nollia:

P(Y =k) =0.

Koska kaikkien joukkojen todennidkoisyydet saadaan diskreeteille satunnaismuuttujille
joukon pisteiden pistetodennakoisyyksien summina, niin jatkuvuuskorjausta kaytettéessa
valeisté tulee %:n verran pidempia kummastakin paasté:

1 1
Plhi < X < k) = P(k1 — oS X <kt 2) kaikille Ky, ks € Z, ky < k.

Esimerkiksi jos X on yhden nopan heiton silmaluku, niin
P2<X<4)=P15< X <45).

Samoin vain toiselta puolelta rajatuille valeille
1
P(X <k)= P(X <k+ 2) kaikille k € Z,

ja
1
P(X > k) = P(X > k- 2) kaikille k € Z.

Pienella otoskoolla jatkuvuuskorjaus voi parantaa normaaliapproksimaation tarkkuut-
ta huomattavasti. Havainnollistetaan jatkuvuuskorjausta esimerkillé.

Esimerkki 7.11. Heitetdan noppaa sata kertaa. Mika on todennékoisyys, etta saadaan
viahintdan 15, mutta enintdan 20 kutosta?
Kyseessé on toistokoe, jossa satunnaismuuttujat Xy, ..., Xig9, voidaan maaritella seu-
raavasti
¥ {1, jos 2:nnelld heitolla saadaan kutonen
=

0, muuten,

ovat riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoullin jakaumaa: X; ~ Bernoulli(%) kai-

kille i € {1,2,...,n}. Télléin niiden summalle X = 1% X; saataisiin tarkka jakauma:

summa noudattaa binomijakaumaa otoskoolla n = 100, ja onnistumistodennékéisyydella
1

p=5-

Lasketaan kuitenkin likiarvo kysytylle todennéakoisyydelle kiyttaen normaaliapprok-
simaatiota. Odotusarvon lineaarisuuden nojalla summan odotusarvoksi saadaan

E(X)=E (Z XZ-) = Z:E(Xi) = np
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ja varianssiksi saadaan riippumattomuuden nojalla
100 100
Var(X) = Var (Z Xi> =Y Var(X;) = np(1 — p).
i=1 i=1
Keskeisen raja-arvolauseen nojalla standardoitu keskiarvo
 X—-FEX) X-np

Var(x) yfnp(1-p)

noudattaa likimain standardinormaalijakaumaa N (0, 1) suurella otoskoolla n, joten (jat-
kuvuuskorjausta kiyttaen) kysytyksi todennéakoisyydeksi saadaan:

P(15 < X <20) = P(14.5 < X <20.5)
14.5 —np <7< 205—np)

(\/ﬁ Jro(l—p)
(T

0.5 — 100 - ) q)( 14.5—1ooé>
1) 100- (1 —3)

P

~
~
~
~

o(1. 03) ( 0.58)
0.848 — 0.281
— 0.567.

Tarkaksi arvoksi saadaan binomijakauman kertyméfunktiosta F['%]
P(15 < X <20)=P(X <20)— P(X <14) = F(20) — F(14) =~ 0.561,

eli normaaliapproksimaatio on téssa tapauksessa erittédin tarkka.

Jos heikon suurten lukujen lain ja keskeisen raja-arvolauseen késitteet tuntuvat viela
epaselvilté, lukijan kannattaa tutustua muuhun Internetisté 16ytyvadn materiaaliin naista
lauseista ] Vaikka tulosten muotoilu saattaa vaikuttaa hiukan tekniseltd ja niiden todis-
tamiseen tarvitaan asioita, jotka eivat kuulu tdmén kurssin sisaltéon, on suurten lukujen
lain ja keskeisen raja-arvolauseen sisélto intuiivisesti melko helposti hahmotettavissa, jo-
ten lisaimateriaaliin kannattaa tarvittaessa perehtya.

13R:ssé komennolla pbinom(20,100,1/6) - pbinom(14,100,1/6).

esimerkiksi Khan-academyn videot https://www.khanacademy.org/math/
statistics-probability/random-variables-stats-library/expected-value-1ib/
v/law-of-large—-numbers ja https://www.khanacademy.org/math/ap-statistics/
sampling-distribution-ap/sampling-distribution-mean/v/central-limit-theorem havain-
nollistavat naita tuloksia hyvin
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7.3 Harjoitustehtavia

1.

Erds autokauppa myy keskiméaarin 16 autoa viikossa. Anna yldraja todennakoisyy-
delle, etta seuraavalla viikolla myytyjen autojen lukuméara on 20.

Miljoonan luvun keskiarvo on 10. Lukujen nelididen keskiarvo on 101. Anna mahdol-
lisimman tarkka ylaraja niiden lukujen maérélle, jotka ovat vahintaan yhta suuria
kuin 14.

Noppaa heitetddn n kertaa. Olkoon sm X kutosten suhteellinen frekvenssi (kutosten
lkm/n) ja olkoon € = 0.01. Haluamme, ettd X olisi e:n tarkkuudella likiarvo oikealle
todennikoisyydelle P(7silméluku on 6”), eli haluamme, etté epéyhtélo | X — | < e
toteutuu. Tamén komplementtitapahtumaa | X — #| > € kutsumme liian suureksi
virheeksi ja merkitsemme kirjaimella L. Laske TSebysevin epayhtalon avulla ylaraja
todennakoisyydelle P(L). Kuinka suuri n:n on oltava, jotta P(L) < 0.05.

Erdassa ladontamenetelmassa sattuu 500-sivuiseen kirjaan keskimaérin 1000 paino-
virhetta.

(a) Laske Poisson-jakauman avulla tn, ettd yhdelld sivulla olevien painovirheiden
lkm on pienempi kuin 2.

(b) Olkoon X niiden sivujen lkm, joilla painovirheitd on vihemmén kuin 2. Laske
normaaliapproksimaatiota kayttéen likiarvo tn:lle P(X > 215)

Laskettaessa n reaaliluvun aritmeettinen keskiarvo luvut pyoristetaén kokonaislu-
vuiksi. Oletamme, ettéd pyoristysvirheet ovat riippumattomia ja niiden jakauma nou-
dattaa Tas(—3, 1)-jakaumaa. Olkoon sm X aritmeettisen keskiarvon virhe. Arvioi
valitsemallasi menetelmalla, mika n:n on vahintdan oltava, jotta

P(|X| > 0.01) < 0.05.

Juhlaillalliselle on saapunut 100 vierasta. Illalliselle on varattu 20 litraa boolia.
Vieraat ottavat boolia itse toisistaan riippumattomasti siten, etta odotusarvo yhden
vieraan booliannokselle on 0.19 litraa ja keskihajonta 0.05 litraa. Miké on tn, etta
viimeisend saapunut vieras jaé ilman boolia?

117



Luku 8

Lisamateriaalia

Tassa luvussa kasittelemme sellaisia todennakoéisyyslaskennan teemoja, jotka eivat ole ol-
leet kurssilla véalttaméattomia, mutta joiden hahmottaminen syventad kasitystda todenné-
koisyyslaskennasta ja jotka kenties avaavat joitakin kurssilla kasiteltyjé asioita paremmin
lukijalle. Luvun aiheisiin, eli satunnaismuuttujan muunnokseen ja moniuloitteisiin toden-
nakoisyysjakaumiin tullaan tulevilla kursseilla paneutumaan syvéllisemmin. Lisaksi luvun
lopussa esitellaan lyhyesti R-ohjelmiston kayttoa todennakoisyyslaskennassa.

8.1 Satunnaismuuttujan muunnos

Tésséa kappaleessa kasitellaan satunnaismuuttujan muunnoksen pistetodennékoisyysfunk-
tion, tiheysfunktion ja kertyméfunktion laskemista. Muistetaan vield satunnaismuuttujan
muunnoksen késite, jota olemme jo aiemmin sivunneet mm. normaalijakauman yhteydes-
sa esimerkissa [5.14] Luvussa [6] opimme myos laskemaan satunnaismuuttujan muunnok-
sen odotusarvon ja lineaarisen muunnoksen varianssin. Palautetaan aluksi mieleen lause
b1t

Jos f: R — R on funktio ja X on satunnaismuuttuja, myos ¥ = g(X) on satunnais-
muuttuja.

Esitelldan seuraavaksi, miten muunnoksen Y jakauma lasketaan diskreetissé ja jatku-
vassa tapauksessa.

Lause 8.1. Satunnaismuuttujan muunnoksen pistetodenndkdisyysfunktio. Olkoon X dis-
kreetti sm ptnf:lla fx ja olkoon g funktio. Tdlldin g(X) on diskreetti satunnaismuuttuja ja

sen ptnf fy on
fY(y) = Z fx($)~

reg~i(y)

Merkinndlld v € g~ (y) tarkoitetaan niitid X:n arvoja, joilla g(x) = y.
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Todistus. Koska X:n arvojoukko on numeroituva, on selvia, ettd myos Y voi saavuttaa
korkeintaan numeroituvasti darettoman méaaran arvoja ja on siis siten diskreetti. Kaikille
y € R patee

P(Y =y)=P(g(X)=y)=P(g(X) e{y}) = P(X € g '(y))
- Z fX(x)v

z€g7(y)
missa viimeinen yhtdsuuruus seuraa tiysadditiivisuudesta. O]
Havainnollistetaan tilannetta esimerkilla.

Esimerkki 8.2. Jatkoa esimerkille [6.7] Tarkastellaan jalleen nopanheittopelid, jossa pe-
laajan voittosumma madraytyy nopan silméluvun kautta siten, ettd voittosumma on no-
pan silméaluku korotettuna toiseen potenssiin. Olkoon X sm, joka kuvaa nopan silmélukua
ja sm Y = X? tdman muunnos. Miki on smm Y ptnf?

Nyt
)= Y fx(@),
=N
eli
frly) = é, kun y = {1,4,9, 16, 25, 36}

ja fy(y) = 0 muulloin.

Jatkuvan jakauman tapauksessa tilanne on hieman monimutkaisempi. Jos satunnais-
muuttujalla X on jatkuva jakauma, smmn Y = ¢(X) jakauma ei vilttamétté ole jatkuva.
Esimerkiksi, jos g on paloittain vakio funktio, niin Y:n jakauma on diskreetti. Jatkuvien
jakaumien tapauksessa helpointa on johtaa muunnoksen jakauma kertymafunktion kautta
derivoimalla.

Esimerkki 8.3. Olkoon a < b, X ~ Tas(0,1) jaY = (b —a)X + a. Mikd on sm:n Y
tiheysfunktio?

Koska X on jatkuva sm, lasketaan Y:n tiheysfunktio ratkaisemalla ensin Y :n kerty-
maéafunktio.

FY(Z/)—P(YSZ/)—P((b—a)X+a§y)—P(X<y_a>

“b—a
y—a
=F
X(b—a)

Selvitetaan vield, missd joukossa Fy on maaritelty. Koska X ~ Tas(0,1), niin Fy(z) = z,

kun0<x<1.SitenFX(%>:g,kun0<g_;a<leli,kuna<y<b.Y:n
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kertyméfunktio on néin ollen Fy(y) = Fy (%) = %2 kun a < y < b. Tiheysfunktio
saadaan nyt kertyméafunktiota derivoimalla:

B 1
Cb—a’

fr(y) = Fy(y)

Huomataan, ettéd kyseessa on tasajakauman tiheysfunktio, eli Y noudattaa tasajakaumaa
valilla (a, b).

Tilanteissa, joissa g on aidosti monotoninen (eli aidosti kasvava tai aidosti vihenevé)
ja derivoituva (ja siten jatkuva) funktio, voidaan suoraan todeta, ettd jatkuvan satunnais-
muuttujan X muunnoksella Y = ¢g(X) on jatkuva jakauma, jonka tiheysfunktio voidaan
laskea seuraavan lauseen avulla.

Lause 8.4. Satunnaismuuttujan muunnoksen tiheysfunktio. Jos X on jatkuva satunnais-
muuttuja ja g on aidosti monotoninen ja derivoituva funktio, niin sm'Y = g(X) on jatkuva
ja sen tiheysfunktio on

Fr () :{ Fx(h@)IW ()| kun y = g(x) jollakin x

0 muuten,
missi h(x) = g~ ().
Todistus. Esitetdan todistus tilanteessa, kun ¢ on aidosti kasvava. Oletetaan, ettd y =
g(z) jollakin x ja h = g~'. Nyt, kun Y = g(X),
Fy(y) = P(9(X) <y) = P(X < h(y)) = Fx(h(y)).

Derivoimalla saadaan
fr(y) = fx(h(y)) - W' (y),

mikéd on yhtapitavaa lauseen kanssa, koska h(y) on kasvava, jolloin sen derivaatta on
epanegatiivinen.
Kun y # g(x) milladn x, Fy(y) on joko 0 tai 1, ja fy(y) = 0. O

Havainnollistetaan lauseen 8.4l menetelméia esimerkilla.

Esimerkki 8.5. Olkoon X jatkuva, epdnegatiivinen satunnaismuuttuja tiheysfunktiolla
fjaY = X" Etsi Y:n tiheysfunktio fy.

Jos g(x) = x™, niin h(y) = g Y(y) = y% ja W(y) = %yﬁ. Nyt, koska g on aidosti
derivoituva ja monotoninen funktio (kun x > 0), niin



8.2 Yhteisjakaumat

Tahan asti olemme tarkastelleet padasiassa yksiulotteisia todennakoéisyysjakaumia, eli ja-
kaumia, jossa on vain yksi satunnaismuuttuja. Moniin satunnaisilmioihin vaikuttavat kui-
tenkin samanaikaisesti useat satunnaiset tekijat, jolloin tarvitaan yhteisjakaumaa mal-
lintamaan satunnaismuuttujien yhteisvaikutusta tutkittuun ilmioon. Satunnaismuuttu-
jien méaara ei periaatteessa ole mitenkdan rajoitettu ja monissa tosieldman malleissa voi-
kin olla kymmenia tai satoja satunnaismuuttujia. Moniulotteisia jakaumia késitellaan li-
sad myohemmilla tilastotieteen ja todennakoisyyslaskennan kursseilla. Téssa kappaleessa
keskitymme kasittelemadn yhteisjakauman erikoistapausta, kahden satunnaismuuttujan
muodostamaa jakaumaa eli kaksiulotteista yhteisjakaumaa.

Yksiulotteisen satunnaismuuttujan maaritelma ja luvun (4] alku) yleistyy helposti
kaksiulotteisille (ja ylipadtdédn moniulotteisille) satunnaismuuttujille.

Masritelmé 8.6. Yhteisjakaumall] Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, X : @ — R, Y :
0 — R. Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on kaksiulotteisen reaaliakselin R?
osajoukolla A maéritelty funktio

P((X,Y) € A) = P{w e Q1 (X(w),Y(w)) € A}).

Myos kaksiulotteisen jakauman kertymaéafunktio, eli satunnaismuuttujien X ja Y yh-
teiskertymdfunktio méaaritellidn hyvin intuitiivisesti samaan tapaan kuin yksiulotteisilla
sm:illa.

Masritelma 8.7. YhteiskertymdafunktioP| Satunnaismuuttujien X ja Y yhteiskertyma-
funktio méaritelladn kaavalla

F(z,y) = P(X <z,Y <y) kaikille z,y€R.

Satunnaismuuttujien X ja Y kertyméfunktiot saa johdettua yhteiskertymafunktiosta
raja-arvoina

Fx(z)=P(X <z)=P(X <V < 00) :P(ylggo(xgx,ygy))
=lim P(X <z,Y <y) = lim F(z,y) = F(z,00)
Y—>00

Yy—00

Niitd Xm ja Y:n omia yksiulotteisia jakaumia kutsutaan reunajakaumiksif

Lengl. joint probability distribution
2engl.joint cumulative distribution function
3engl. marginal distribution
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Myo6s yhteisjakaumat voivat olla joko diskreetteja, jatkuvia tai eiviat kumpaakaan.
Esitetdan ensin diskreetin yhteisjakauman maéritelma, silld se on helppo hahmottaa. Sa-
tunnaismuuttujien X ja Y diskreettiydestd seuraa suoraan sm:en yhteisjakauman dis-
kreettiys.

Maaritelma 8.8. Yhteispistetodenndkdisyysfunktio (lyh. ypinf )EI Kun seké X ettd Y ovat
diskreettejed satunnaismuuttujia, kutsutaan myos X:n ja Y:n yhteisjakaumaa diskreetiksi
yhteisjakaumaksi. Talloin satunnaismuuttjien X ja Y yhteispistetodennékéisyysfunktio
maéaritellaan todennékoisyytené

flr,y) =P(X =12,V =y).

X:n ja Y:n pistetodenndkoisyysfunktiot saadaan summaamalla toinen muuttuja pois
yhteispistetodennakoisyysfunktiosta:

fx(@)=P(X =)=} f(z.y).

Seuraava esimerkki havainnollistaa diskreetin yhteisjakauman kasitetta.

Esimerkki 8.9. Trinomijakauma. Suomalainen, ruotsalainen ja norjalainen pelaavat nel-
ja kierrosta molkkyéd. Koska suomalainen on harjoitellut kovasti, todennéakoisyys, etté
han voittaa yhden kierroksen on 0.8. Ruotsalaisen ja norjalaisen voittotodennakoéisyydet
ovat 0.1 kummallakin. Mill& todennékoisyydelld suomalainen voittaa neljasta kierroksesta
kaksi ollen siten paras ja ruotsalainen ja norjalainen voittavat kumpikin yhden, niin ettei
kenellekdan jaa paha mieli?

Kyse on toistokokeesta, jossa on kolme mahdollista tulosvaihtoehtoa. Téllaista tilan-
netta voidaan mallintaa trinomijakaumalla. Jos pi, p > 0 siten, ettd p; +ps < 1ljan > 1
positiivinen kokonaisluku, niin trinomijakauman Trin(n, (p1, p2)) yptnf on

f(x,y)=<

Nyt, kun sm X on suomalaisen voittojen lukumaéra, sm Y on ruotsalaisen voittojen
lukumaééra, sm 4 — X — Y on norjalaisen voittojen lukumaéra ja merkitddn A = "suoma-
lainen voittaa”, B = "ruotsalainen voittaa” ja C = "norjalainen voittaa”, niin voittojen
jakautuminen noudattaa trinomijakaumaa, jossa p; = P(A) = 0.8, po = P(B) = 0.1 ja
P(C) =1—p; — ps. Kysytty todenndkoéisyys saadaan nyt trinomijakauman ptnf:sta:

4
f(2,1) = (2 ) 1>0.820.11(1 —0.8—0.1)2>"1

41
~onn!
— 0.0768

n
)pfpg(l —p1—p2)" Y, missd z,y >0, xz+y<n.
r,y,n—xr—y

0.64-0.1-0.1

Yengl. joint probability mass function
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Taulukoidaan viela kaikki mahdolliset lopputulokset ja niiden todennakoisyydet:

P(X =4,Y =)
TN\ J 0 1 2 3 4 Rivisumma
0 0.0001 0.0004 0.0006 0.0004 0.0001 0.0016
1 0.0032 0.0096 0.0096 0.0032 0 0.0256
2 0.0384 0.0768 0.0384 0 0 0.1536
3 0.2048 0.2048 0 0 0 0.4096
4 0.4096 0 0 0 0 0.4096
Sarake- 0.6561 0.2916 0.0486 0.0036 0.0001 1
summa

Taulukon rivi- ja sarakesummista voidaan myos tarkistaa, ettd reunajakaumat X
ja Y ovat binomijakaumia. Tulos on intuitiivinen, silla jos pelid tarkastellaan pelkés-
tdan suomalaisen ndkokulmasta, on suomalaisen voittojen lukumaérd binomijakautu-

nut X ~ Bin(4,0.8). Vastaavasti ruotsalaisen voittojen lukumééré on binomijakautunut
Y ~ Bin(4,0.1).

Huomautus 8.10. Reunajakaumat eivat yksiselitteisesti maaraa yhteisjakaumaa. Esi-
merkiksi, jos reunajakaumat X NBernouHi(%) jaYy NBernoulli(%), niin sm:ien X ja Y yh-
teisjakaumalla voi olla miké tahansa seuraavan taulukon maaraamé yptnf, kun 0 < a < %

TN\ J 0 1 Rivisumma
1 1

0 . a 5 - a ?

1 53— a a .

Sarake- 1 1 1

summa 2 2

Siirrytdan seuraavaksi jatkuviin yhteisjakaumiin. Nyt on syyta huomioida, etta reuna-
jakaumien jatkuvuudesta ei valttamatta seuraa etta yhteisjakauma olisi jatkuva.
Jatkuva yhteisjakauma maéritellaan seuraavasti:

123



Maaritelma 8.11. Jatkuva yhteisjakauma. Olkoot X ja Y jatkuvia satunnaismuuttujia.
Nyt muuttujilla X ja Y on jatkuva yhteisjakauma jos on olemassa funktio f(z,y), jolle
patee

P(X,Y)e A= /( _ J@y)dedy Kaikile A C R,
z,y)EA

Funktiota f(z,y) kutsutaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktioksi (lyh.
ytf E . Jos voidaan méaaritella

A={(z,y):a<z<bec<y<d}

ja [4|f] < oo tai f > 0, yhteisjakauman todennékoisyyksia voidaan laskea integroimalla
ytf molempien muuttujien suhteen

d b
P(a<X<b,c<Y<d)://f(:z:,y)d:cdy

Jos X:n ja Y:n yhteisjakauma on jatkuva, ovat myos niiden reunajakaumat jatkuvia, ja
niiden tiheysfunktiot saadaan integroimalla yhteistiheysfunktiota toisen muuttujan suh-
teen:

fx(x) = Lm fxy(z,y)dy, fr(y) = LOO fxy(z,y)de.
Tarkastellaan esimerkkia todennéakoisyyksien laskemisesta jatkuvalle yhteisjakaumalle.

Esimerkki 8.12. Satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio
f(z,y) =3¢ e,  kunz,y >0

ja f(x,y) = 0, muuten. Lasketaan P(X < 1,Y > 1).
Kahteen kertaan integroimalla saadaan

1
oo r1 oo
P(X <1,Y >1) :/ / 3e e % dr dy :/ /—369639 dy
1 Jo 1
0

= [ ese o ety = [T gent g g ay
1 1

— /6—1—331 _ 6—3y — e T 6_1_3 + 6_3
1
= —e*+e?~0.031.

Sengl. joint probability density function
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Muistellaan vield kappaleessa [3.3] esitetty riippumattomuuden késite. Riippumatto-
muutta voi tulkita myos kaksiulotteisten jakaumien kautta. Satunnaismuuttujat X ja Y
ovat riippumattomia jos ja vain jos niiden yptnf/ytf saadaan niiden reunapistetodenné-
koisyysfunktioiden /reunatiheysfunktioiden tulona.

Lause 8.13. Jos diskreeteilld tai jatkuvilla satunnaismuuttujilla X ja'Y on yhteisjakauma
yhteispistetodenndkadisyysfunktiolla tai yhteistiheysfunktiolla f, niin X ja 'Y ovat riippu-
mattomia jos ja vain jos

f(xy) = fx(@) fr(y)-

Myos kaksiulotteisille satunnaismuuttujille voidaan méaaritella muunnoksia, kuten teim-
me yksiulotteisille sm:ille kappaleessa 8.1 Emme téassd materiaalissa késittele tiheysfunk-
tion muuntokaavaa, mutta naytdmme, miten kaksiulotteisen satunnaismuuttujan muun-
noksen odotusarvo lasketaan. Késitelldan ensin diskreetti tapaus.

Lause 8.14. Diskreetin yhteisjakauman odotusarvo. Jos diskreeteilld satunnaismuuttujilla
X ja'Y on yhteisjakauma pistetodenndkoisyysfunktiolla f, ja on Z = g(X,Y") jokin tdmdn
jakauman diskreetti muunnos, niin

E(Z) =33 glz,y)f(z,y),

mikali summa suppenee itseisesti.
Jatkuvalla yhteisjakaumalle odotusarvo lasketaan vastaavana integraalina.

Lause 8.15. Jatkuvan yhteisjakauman odotusarvo. Olkoon [ joidenkin jatkuvien satun-
naismuuttujien X ja'Y jatkuvan yhteisjakauman yhteistiheysfunktio, ja Z = g(X,Y") jokin
taman jakauman muunnos. Talloin

E(Z) = /_ /_ 9(z,y)f(z,y) dzdy,
mikdli summa suppenee itseisesti.

Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien odotusarvot méaritelldan aina tallé tavoin muun-
noksen kautta, eli muodostamalla jokin funktio, jolle voidaan laskea reaaliarvoinen odo-
tusarvo. Mikéli ollaan kiinnostuneita kaksiulotteisen jakauman painopisteesté, ts. ja-
kauman ’kaksiulotteisesta odotusarvosta’, voidaan laskea reunajakaumien odotusarvot
E(X) = px ja E(Y) = py jamuodostaa naista kaksiulotteinen odotusarvovektori (py, py ).
Tarkastellaan viela esimerkkia kaksiulotteisen satunnaismuuttujan odotusarvon laskemi-
sesta.
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Esimerkki 8.16. Jatkoa esimerkille [8.12] Lasketaan E(XY).
Satunnaismuuttujilla X ja Y on yhteisjakauma yhteistiheysfunktiolla f(x,y) = 3e e,
kun 0 < z,y. Lauseen mukaan

E(XY):/C><> /OO f(z,y)dzdy

= / / zy - 3e e dr dy
o Jo

8.3 Todennikoisyyslaskuja R-ohjelmistolla

Tassa kappaleessa kasitellian lyhyesti muutaman esimerkin kautta todennékoisyyslas-
napparan ympéariston todennakoisyyslaskennalle ja esimerkiksi eri jakaumien tiheys- ja
kertyméfunktioiden arvot saa R:n avulla selville helpommin ja tdsméllisemmin kuin perin-
teisista taulukoista katsomalla. Materiaalin ei ole tarkoitus toimia kattavana R-oppaana,
vaan pikemminkin esitelld R:44 auttavasti tuntevalle lukijalle muutamia tapoja ohjelman
kayttoon todennékoisyyslaskennan parissa.

Aloitetaan esimerkill& kolikonheiton simuloimisesta.

Esimerkki 8.17. Seuraavalla koodinpétkalld voidaan simuloida reilun kolikon heittoa

n = 100 kertaa. Koodia tulkitaan siten, ettd otoksen arvo 0 tarkoittaa klaavaa ja 1
kruunaa.
n = 100

tulos = sample(0:1, n, replace = TRUE)
lkm = sum(tulos == 1)

osuus = lkm / n

osuus

Viimeinen rivi tulostaa kruunien osuuden 100 heitolla. Kruunien teoreettinen osuus on
tietenkin 0.5, mutta koska kyseessa on simulaatio, havaitut osuudet voivat poiketa teo-
reettisesta odotusarvosta joskus paljonkin. Toistetaan seuraavaksi koe ajamalla koodi uu-
destaan n:n arvoilla 10 000, 1 000 000, 100 000 000 ja arvioidaan silmémaédréisesti, miten
kruunien osuuden erotus odotetusta osuudesta pienenee, kun n kasvaa. Erddssa kokeessa
saatiin seuraavat tulokset
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n kruunien lkm kruunien osuus virhe ~

100 46 0.46 -0.04

10 000 4973 0.4973 -0.0027

1 000 000 499103 0.499103 -0.000897
100 000 000 50003060 0.50003060 -+0.0000306

Karkeasti ottaen virhe vaikuttaa siis pienenevan noin kymmenesosaan otoskoon sa-
takertaistuessa, eli kun n kasvatetaan satakertaiseksi, saadaan yksi merkitseva desimaali
liséa.

Seuraava esimerkki késittelee jatkuvien jakaumien muunnoksen simuloimista.

Esimerkki 8.18. Opiskelija matkustaa bussilla Viikistd Kumpulaan. Bussin saapumisai-
ka ldhtopysékille on satunnaismuuttuja, joka on tasaisesti jakautunut valilla (0,5) (mi-
nuuttia). Bussimatkan kesto noudattaa normaalijakaumaa parametreilla u = 14, 02 = 22.
Liséksi opiskelija kavelee kotoaan bussipysakille 2 minuuttia ja bussipysékilta kampukselle
3 minuuttia ja han ldhtee kotoaan 25 minuuttia ennen luennon alkua. Suoritetaan simu-
laatio opiskelijan ehtimisestd aamuluennoilleen, joita on syyslukukaudella 70. Seuraava
koodi tulostaa, niiden luentojen lukuméaran, joilta opiskelija simulaatiossa myohéstyy.

n <- 70

x <- runif(an, 0, 5)
y <- rnorm(n, 14, 2)
s <-2+x+y+3

ehti <- (s <= 25)

ehti 1km <- sum(ehti)
myohastyi <- n - ehti_lkm
myohastyi

(1] 8

Erdassa simulaatiossa opiskelija myohastyi siis aamuluennolta 8 kertaa. Selvitetdan viela
kuinka moni myohastymisista olisi ollut véltettavissé, jos opiskelija olisikin juossut bus-
sipysékiltd kampukselle, jolloin 3 minuutin matka olisi taittunut kahdessa minuutissa.
Tama onnistuu muokkaamalla koodin loppuosaa.

s <-2+x+y+2
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ehti <- (s <= 25)

ehti 1km <- sum(ehti)
myohastyi <- n - ehti_lkm
myohastyi

(1] 4

Opiskelija olisi siis myohéstynyt ainoastaan neljaltd luennolta, eli nelja myohéstymisté
olisi ollut valtettavissa viimeisen etapin juoksemisella.

Edellisessa esimerkissa kaytettiin R:n komentoja runif ja rnorm, joilla generoitiin
satunnaislukuja tasa- ja normaalijakaumasta. Komentojen nimet tulevat sanoista random,
uniform (distribution) ja normal (distribution). Tasa- ja normaalijakauman lisdksi R:sté
loytyy valmiita funktioita monelle muullekin jakaumalle. Satunnaislukujen generoimisen
lisaksi funktioilla voi laskea satunnaismuuttujien tiheys-, kertyma- tai kvantiilifunktioiden
arvoja. Tésta lisda seuraavassa esimerkissé, jossa tutustumme funktioihin dpois ja ppois
ja jakauman moodin ja mediaanin arvioimiseen jakauman kuvaajan avulla.

Esimerkki 8.19. Piirretddn Poisson(4)-jakauman pistetodennakoisyysfunktion ja kerty-
méfunktion kuvaajat ja arvioidaan tdmaéan perusteella jakauman moodia ja mediaania.
Kuvaajat voidaan piirtaa seuraavalla koodilla.

x <- 0:15

f = dpois(x, 4)
plot(x, £, ’'p’)
F = ppois(x, 4)
plot(x, F, ’p’)
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Kuva 8.1: Poisson(4)-jakauman pistetodennékoisyysfunktion kuvaaja.

Jakauman moodi eli tyyppiarvo on se muuttujan arvo, jonka esiintymisfrekvenssi on
suurin. Ylla olevaa kuvaa tarkastelemalla Poisson(4)-jakauman moodi vaikuttaisi olevan
pisteissa 3 ja 4.

Vastaavasti mediaani on jarjestetyn joukon keskimméinen piste. Todennékoisyysja-
kaumien yhteydessa tama tarkoittaa siis pistetta x, jolle patee

P(X <zx)> ja P(X >z)>

N | —

1
2
Alla olevaa kertyméfunktion kuvaajaa tarkastelemalla huomaamme, ettd kertyméafunktio
vaikuttaisi arvolla 3 saavan arvon, joka on hieman suurempaa kuin 0.4, mutta kuitenkin
alle 0.5. Arvolla 4 kertyméfunktion arvo on sen sijaan jo selvésti yli 0.6. Nain ollen ja-
kauman mediaanin on oltava 4. Yksi tapa hahmottaa tilannetta on ajatella, ettd kiiymme
lapi darellista, jarjestettyd Poisson(4)-jakautunutta aineistoa. Kun olemme kéyneet lapi
kaikki luvut valilta 0-3, olemme kasitelleet reilut 40% koko aineistosta. Kun olemme kéy-
neet lapi viela kaikki luvut 4, olemme késitelleet yli 60 % koko aineistosta. Nain ollen sen
luvun, jonka jalkeen olimme késitelleet tasan 50% koko aineistosta, on oltava 4.
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Kuva 8.2: Poisson(4)-jakauman kertyméafunktion kuvaaja.

Tarkistetaan havaintomme vield laskemalla.

max (f)
dpois(3, 4)
dpois(4, 4)

[1] 0.1953668
[1] 0.1953668
[1] 0.1953668

ppois(4, 4)
1 - ppois(3, 4)

[1] 0.6288369
[1] 0.5665299

Jakauman tiheysfunktion maksimiarvo, oli sama kuin tiheysfunktion arvo kohdissa 3
ja 4 joten (ainakin) 3 ja 4 todella ovat jakauman moodeja. Lisdksi kertyméfunktion arvoja
laskemalla saatiin selville, etta

P(X <4)~0629 ja P(X>4)=1- P(X <3)~0.567,

joten 4 todella on jakauman mediaani. Oikeanpuoleisen yhtélon yhtasuuruus seuraa siita,
ettd kyseessa on diskreetti jakauma, eli X ei voi saavuttaa muita kun kokonaislukuarvoja.
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8.4 Harjoitustehtavia

1. Olkoon X ~ Tas(0,1). Laske tn, etté

(a) vV X:n ensimmaéinen desimaali on 3,

(b) X%n ensimméinen desimaali on 3.

2. Olkoon X ~ Exp(l) ja Y = 5X. Johda Y:n kertyméafunktio ja tiheysfunktio ja
tunnista Y:n jakauma.

3. Jatkoa esimerkeille ja[8.16] Laske

(a) P(X >2,Y <2),
(b) P(X >5),
c) P(1<X,Y <3).

(
4. (Ross Exercise 6.2) Satunnaismuuttujilla X, Y ja Z on yhteisjakauma yptf:lla
1
p(1,2:3) =p(3,2,1) = p(1,1,1) = p(2,3,2) = 7.
Etsi E(XYZ) ja E(XY + XZ + YZ).

5. (Ross Problem 6.9) Satunnaismuuttujilla X ja Y on yhteisjakauma yhteistiheys-
funktiolla

6
f(x,y)=§(9:2+%), missa 0 <z <1, 0<y <2

Laske

(a) P(X <3,Y >1),
(b) E(X),

(c) E(Y).

6. Seuraava R-koodi arpoo m riippumatonta satunnaislukua valiltd (0,1), kertoo ne
luvulla (b-a) ja lisdé tuloksiin luvun a. Syntyneista luvuista piirretdan histogrammi.

x = runif(n)
y = (b-a)*x+a
hist(y)

(a) Kokeile koodia arvoilla n = 10°, a = 15, b = 20. Mité voit sanoa muunnettujen
lukujen jakaumasta?
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(b) Muokkaa koodia siten, ettd muunnosfunktio on y = log(x) (R:ssd log tar-
koittaa luonnollista logaritmia). Mit4 jakaumaa muunnetut luvut nayttavéit nyt
noudattavan?

Kiitos lukijoille!
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Liite A
Jakaumia

Diskreetteja jakaumia

Jakauma Arvojoukko  Parametrit Ptnf fx (k) E(X) Var(X)
Bernoulli(p) {0,1} pe(0,1) pPr(=-pt Tt p p(1 —p)
Bin(n, p) {0,1,...,n} neN* pe(0,1) (Z)p’“(l —p)" " np np(1 —p)
Geom(p) {0,1,2,...} pe(0,1) p(1 = p)* e P
Poisson(\) {0,1,2,...} A>0 e M- %;: A A

N,K,n € N¥, () (i) K K  N-K
Hyperg(N,K,n) {0,1,...771} TLSN,KSN W nﬁ nﬁT

Jatkuvia jakaumia
Jakauma Arvojoukko Parametrit Tf fx(x) E(X) Var(X)
Tas(a,b) (a,b) a,beR, a<b t(a+b) (bzg)
Exp(A)  (0,00) A>0 e 3 3
T— L 2

N(pu,0?) R peR,0?>0 \/2;76_( o 1 o?

Standardinormaalijakauman kertyméafunktion arvoja

Standardinormaalijakauman kertyméaunktion ® arvoja, ®(z) = \/% - e~2 dt.
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T

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981
0.9987

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982
0.9987

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983
0.9988

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984
0.9988

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744
0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984
0.9989

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985
0.9989

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756
0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985
0.9989

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986
0.9990

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990
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Hakemisto

Alkeistapaus, [11], Jatkuva tasajakauma,
Joukko,
Bayesin kaava, [50) alkio

Bernoulli-jakauma,
Binomijakauma, [70]
Binomikerroin,

erotus, [§
komplementti, [§]
kuuluminen,
leikkaus,

Cauchyn-Schwarxin epéayhtélo, :
osajoukko,

de Mérén ongelmat, [ potenssijoukko,
Diskreetti satunnaismuuttuja, [60] samat, [§]

tyhja joukko,
Ehdollinen todennakoisyys, yvhdiste,

Eksponenttijakauma, [36|

Kertymaéafunktio, [67]
Geometrinen jakauma, diskreetti, [67]

jatkuva,

Hypergeometrinen jakauma, Keskeinen raja-arvolause, |[112

Jakauma, [62] Keskihajonta,
Bernoulli-jakauma, Klassinen todennakoisyys, 23]
binomijakauma, [70] Kokonaistodennakoisyys, (9]
diskreetti tasajakauma, Kombinaatio,
eksponenttijakauma, [36| Kovarianssi, {102

geometrinen jakauma, [71]

hypergeometrinen jakatma, Laskemisen perusperiaate,

jatkuva tasajakauma, Markovin epéyhtils,

kertyméfunktio, Multinomikerroin,

normaalijakauma, Muunnos,

pistetodennékoisyysfunktio, [62] odotusarvo, [07]

Poisson-jakauma,

tiheysfunktio, Normaaliapproksimaatio, [113
Jakaumasuppeneminen, [112 jatkuvuuskorjaus,
Jatkuva satunnaismuuttuja, Normaalijakauma,
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lineaarisuus, Tuloperiaate,
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Ositus, [Ag] Variaatio,
Otanta, Varianssi,
ilman takaisinpanoa lineaarimuunnoksen, {100
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Permutaatio, Yhteisjakauma, [121
Perusjoukko yhteiskertymafunktio, [121
Pistetodenniksisyysfunktio, yhteispistetodennékoisyysfunktio, [122]
Poisson-jakauma, yhteistiheysfunktio,

Riippumattomuus,
komplementin,
satunnaismuuttujan, [77]
satunnaismuuttujien muunnosten, [7g]
usean satunnaismuuttujan, [7g]
usean tapahtuman,

Satunnaiskoe,
Satunnaismuuttuja,
diskreetti,
jakauma,
jatkuva, [87]
muunnos, [97]
riippumattomuus, [77]
varianssi, 09
Stokastinen konvergenssi, [110
Summaperiaate, [L3]
Suurten lukujen laki,

Tsebysevin epayhtalo, [108
Tapahtuma, [22]
Tasajakauma,
Tiheysfunktio,
Todennakoisyys
ehdollinen,
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